Chapitre 05 :

Etude de fonctions

Exercice 1 Déterminer les limites suivantes.

lim e ! = 4+00. Par minoration,

T—400

Or,

T—+00

z—sin(x)

lim e = 400 |

5
1. f(x) = % en +00.
T
T 7 gy = VI g
2. f(z) = popeies ~+00. z x en b
- —3x
3. f(x) = e" — 2z + 1 en 400, 8. f(z)= cos(5(:c)) en +o0.
4. f(x) =3ze ™ en +oo. 9. f(z) = xzu_li_ai en +00.
e’ +1
5. f(x) = o _ 1 o oo 10. f(z) = e () en 4o0.
6. f(x)=v1+x—+or—1en +oo.
Correction
5
5 z(14+ =2 145
1. Soit z € RY. :E2+ = ( xl) = ”31 .Donc, | lim f(z)=0|
?+1 2(1+L) o(1+4%) =rteo
2. Soit w e Ry, L mF L8 175 I =
- Soit z € RY. —5—— =u =1 onc, $_1>r_£100f($)—+oo.
3. Soit # € R%. 6" — 20 +1—e (1 -2 + =
. D01t T € +.e—x+ =e _67—1_67
Par croissance comparée, lim . Done, | lim f(x) = +oo|.
r—+oo et xr——+00
2,
4. Soit 7 € R 3pe~® = 3. = °
—x
Or, lim XeX =0donc lim —22e %" = 0. Par quotient, | lim () =0
X——00 T—+00 T—+00
. , € +1 1+e™ ;
5. Soit x € RY. 1= 1_o= Donc, Igrfoof(a;) =1}
6. Il s’agit d’une forme indéterminée +o0o — (+00) ou les deux termes tendent vers +oo avec la
méme vitesse. Aucune mise en facteur ne conviendra. On multiplie par la partie conjuguée.
Vitz+vVr—1 (z+1)—(z-1) 2
l+z—Ver—1=+V1l4+zrz—-—vr—1x = = .
v v v v Vitz+vVr—1 Vi+z+vVz—-1 Vi+z+vVr-—1
Or, hr—? V1+x++vx —1= +0c0. Par quotient, hm (\/1 +x—Vr—-1)=0|
T—>+00
7. On applique la méme méthode.
Vitez—VI-2  (1+z)—(1-2) 2
x (Vi z+vVi—-z) Vitz+VI-z
Or, lim(y/1+ z ++/1 — x) = 2. Par quotient, | lim(v/1+x — /1 —xz) =1/
z—0 z—0
8. On utilise un encadrement de la fonction cosinus.
Vz €R, 0 <|cos(bzr)| <1=0<|cos(5x)e 37| < e 3%
Or, lim e 3% = (. Par encadrement, | lim cos(5x)e ™* =0|.
T——+00 r—r-+00
9. On va utiliser un encadrement de sin. Vo € R, 0 < [sin(z)] <1=0< zsin(z) 21
2 +1 2 +1
Or, lim ———— = 0. Par encadrement, | lim M =0\
z—+oo 22 4+ 1 z—too 2+ 1
10. Vz € R, z—1 < x—sin(z) = et 1 < et—sin(z) par croissante sur R de la fonction exponentielle.

Exercice 2 Aprés avoir donné leur ensemble de définition et justifié leur dérivabilité, calculer les
dérivées des fonctions suivantes.
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Chapitre 05 : Etude de fonctions 2

1 f(ﬂf) = $1€_x2. 5. f(.T) _ ln(l + $2) )
2. f(z) = 2 sin(2z) — sin(z). 6. f(x) =1n(2 f— cos(z))
e” —1
3. f(@) = - 7. g(x) = exp (932>
4 )= 1 + sin(2x) 8. h(z) =+1+In(1—2x)
' ~ cos(x) -3 9. l(z) = In (In(z))
Correction

1. La fonction f est dérivable sur R par composée puis produit de fonctions dérivables sur R et
Ve eR, fl(z) =e ® +a.(-2z)e ™ = (1-22%)e "
2. La fonction f est dérivable sur R par composée puis somme de fonctions dérivables sur R et
Vz e R, f'(z) = %.2 cos(2x) — cos(x) = cos(2z) — cos(x)

3. La fonction f est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables sur R avec un déno-
minateur qui ne s’annule pas et
e?(z? +3)—e®2z (22— 2z +3)e”

Ve e R, f'(z) = (22 + 3)2 T (@2+3)

4. La fonction f est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables sur R avec un déno-
minateur qui ne s’annule pas et

2 cos(2x)(cos(x) — 3) — (1 + sin(2x).(—sin(z))
(cos(x) — 3)?
_ 2 cos(2z) cos(z) — 6 cos(2z) + sin(x) — sin(2z) sin(x)
(cos(z) — 3)?

Vz eR, fl(z) =

5. La fonction x + 1+ 22 est définie sur R & valeurs dans [1,4oc[ et la fonction In est définie et
dérivable sur R¥ . Par composée, la fonction u :  +— In(1 + 2?) est dérivable sur R et

2x

\V/$ € R, U/(CL’) = m

La fonction f est dérivable sur R* comme quotient de fonctions dérivables sur R* avec un
dénominateur qui ne s’annule pas et

2z 9
2 —1In(1 4+ 2%) 9

/ _ 1422 o
Vo e R*, fi(z) = > “1i2 .~

6. Dy = {x € R, 2+ cos(xz) > 0}. Or,

Ve € R, —1 < cos(x)

<1
, 1 <24 cos(x) <3
donc Dy = R. f est dérivable sur R comme composée d'une fonction dérivable sur R a valeurs

dans [1, 3] et d’une fonction dérivable sur [1,3] et

1 — sin(x)

Vx € R, f/(:f) = —sin(:z:) X 2+ cos(,’L’) - 2+ COS(I') '

7. Dy = {z € R, 2? # 0} = R*. La fonction g est dérivable sur R* comme composée de la fonction

T _—2 dérivable sur R* & valeurs dans R et de la fonction x — e dérivable sur R et
T

2 _
v ER*, ! = —ex
rER, ¢(a) = e

-

|
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Chapitre 05 : Etude de fonctions 3

8.
D, = {zeR, 1—z>0et1l+In(l—2z)>0}={z€R, z<let In(l—2)>-1}
= {xGR,x<1et1—az2e*1}:{x€R,J:<1et:c§1—e*1}
Dy = |—o0,1—e1]

La fonction h est dérivable sur | — 0o, 1 —e~![ comme composée de la fonction x + 1+In(1 — z)
dérivable sur | — oo, 1 — e~ ![ & valeurs dans R*% et de la fonction  — /& dérivable sur R* et

—1 1 1
Vz €] —oo,1 —e [, W(z) = X =

-z 2y1+In(l—-2z) 2(xz—-1)y/1+1In(l-2)

9. Dj={zeR, z>0et In(z) >0} ={x R, . >0et x> 1} =1, 400
La fonction [ est dérivable sur |1, +oco[ comme composée de la fonction x — In(x) dérivable sur
]1,4+00[ & valeurs dans R et de la fonction x — In(x) dérivable sur R*. On a :

1 1

8 In(z) - x1n(x)

8~

Vz €1, +oo[, I'(z) =

Remarque : Ceci nous dit aussi que la fonction z — In(In(x)) est une primitive de la fonction

x x%(x) sur |1, +o00].

223 — 2z — 1
Exercice 3 Soit g : x — ———————
3 —1
1. Etudier la branche infinie de la fonction g.
Correction On est face a une forme indéterminée i% On va modifier I’écriture de g(z) pour
z e R
3 2 1 2 1
$(2—7—7) 2-5—
Ve > 1, g(z) = T = e
23(1 — %) 1- 2%
: . 1 . .
Or, lim — =0et lim — =0 donc par somme et quotient lim g(z) = 2.
r—+oco Tz—+o00 I Tr—+00

On a également lim g(z) = 2.
T—>—00
La droite d’équation y = 2 est une asymptote horizontale a la courbe de g.

2. Déterminer la position de la courbe représentative de g par rapport a la branche infinie.
Correction Pour avoir la position de la courbe par rapport a son asymptote, on doit étudier le
signe de la quantité g(x) — 2 pour = € R.

Vo > 1, g(m)—Q:%
On construit alors le tableau de signe du quotient.
T —00 % 1 +0o0
—2z 4+ 1 + 0 — —
=1 — — 0 —
g(z) — 2 - + H -
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Chapitre 05 : Etude de fonctions 4

1
Donc, la courbe représentative de g est au-dessus de la tangente sur }2, 1[ et en-dessous sur

:|—OO,;|:C]1,+OO[.

Exercice 4 Pour chacune des fonctions, étudier la parité et donner son intervalle d’étude.

1. z — In(|z]).
Correction La fonction est définie sur R et Vo € R, In(| — z|) = In(|z]).
Dong, la fonction est paire et on peut I’étudier sur R .

2. x + sin(2?).
Correction La fonction est définie sur R et Vo € R, sin((—22) = sin(z?).
Dong, la fonction est paire et on peut I’étudier sur R .

2
-1
3. r— x3 .
x>+ x ) ) )
—)?2—1 —1 —1
Correction La fonction est définie sur R* et Vo € R*, ( x) N - =— x, .
—z)3—z  —(x3+2) 3+

Donc la fonction est impaire et on peut I’étudier sur R .

Exercice 5 Soient f et g deux fonctions définies sur R croissantes sur R.

1. Etudier la monotonie de f + g.

Correction Soit (x,y) € R? tels que = < .

= f(z) < f(y) et g(z) < g(y).

= f(z) + g(z) < f(y) + g(y) par addition d’inégalités.
Donc f + g est croissante sur R.

2. Si f et g sont a valeurs positives, étudier la monotonie de f x g.
Correction On suppose maintenant que f et g sont a valeurs positives.
Soit (z,y) € R? tels que = < .
= f(x) < f(y) et g(z) < g(y).
= f(z).9(x) < f(y).9(y) par produit d’inégalités.

Donc fg est croissante sur R.

Exercice 6 Pour chacun des cas, déterminer I’ensemble de définition et I’expression de la fonction
gof.
1. f(x) = 2% -2 et g(z) = In(x)
Correction Dy = Ret D, = R% et Dyoy = {x € Dy tel que f(z) € Dy} = {z € R tel que 2% — 2 > 0}.

Or,z2—-2>0< x> —v2ouz > V2 donc Dgor =] — o0, —V2[U]V/2, +o0].

Vi €] — oo, —V2[U]V2, 400, go f(z) = In(z? — 2).

2. f(z) =22 —-2r+3et g(z) = 7z
x
Correction Dy = Ret Dy = R% et Dyoy = {x € Dy tel que f(z) € Dy} = {z € R tel que 2* — 22+ 3 > 0}.

Or, A > 0et f(0) =3 donc f est toujours strictement positive.
Donc, Dyor = R et

1
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Chapitre 05 : Etude de fonctions 5

T+ 2 41
= W=y
1. Montrer que les tangentes au point d’abscisse a = 0 des fonctions f et g sont paralleles.
Correction Les fonctions f et g sont dérivables sur R comme quotient de fonctions dérivables

avec un dénominateur qui ne s’annule pas et

Exercice 7 On définit deux fonctions f et g sur R par f(x)

241— 2)(2 —x? —dr+1
vreR, f’(x):$+ (z +2)(2z) T T+

(.%'2 + 1)2 - (.%'2 + 1)2
—x? —2x+1
Vo €R, g(a) = ——
rTER, g (l’) (%2 + 1)2

Donc, f'(0) =1 et ¢’(0) = 1.
Les tangentes en 0 ont donc le méme coefficient directeur donc elles sont paralleles.

2. Montrer que les tangentes au point d’abscisse a = 1 sont sécantes.

3
Correction f/'(1) = 1 donc I’équation de la tangente en @ = 1 & la courbe de f est y = (x—1)+§.

-1 —1
Jg(1) = 5 donc I’équation de la tangente en a = 1 a la courbe de g est y = 5 (x—1)+1.

On cherche un point d’intersection entre les deux droites.

3 —1 3 -1 2
)4 =—@-1)+1le(z-1)=— ==
(z )+2 2(:c )+ @Q(x ) 5 & 3

, 27
Donc les deux tangentes sont sécantes en 36)

Correction

exp(z) + exp(—x).

Exercice 8 Soit f la fonction définie par f : z — 5

1. Donner I’ensemble de définition de f.
Sur quel ensemble suffit-il de I'étudier ?
Correction La fonctions f est définie sur R.
Elle est paire donc on peut les étudier sur [0; +o00].

2. Déterminer les variations de la fonction f.

Correction La fonction f est une somme de fonctions dérivables sur R donc elle est dérivable sur
R.

et —e "

Vz eR, f'(z) = 5
On étudie ensuite le signe de la dérivée. Sot x € R.
f’(x)20<:>e$—e_x20@ex2e_x<:)e2“”21<:>3:20

Finalement, f est croissante sur R et décroissante sur R_.

3. Calculer les limites de f aux bords de son ensemble de définition et tracer son graphe.
Correction Par samme de limite, lim f(z) = 4o00. Par parité, lim f(z) = +o0.
T—+00 r—>—00
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Chapitre 05 : Etude de fonctions 6

cos(x)

Exercice 9 Soit g la fonction définie par g : x — — .
sin(x)

1. Donner ’ensemble de définition de g.
Sur quel ensemble suffit-il de I’étudier 7 On notera cet ensemble D.
Correction Dy = {z € R, sin(z) # 0} = R\ {kn, k € Z}.
T
La fonction g est impaire et m—périodique. On peut réduire ’ensemble d’étude & D = }0; 2} .
2. Déterminer les variations de la fonction g sur D.
Correction La fonction g est dérivable sur D, comme quotient de deux fonctions dérivables sur
D, avec un dénominateur qui ne s’annule pas.

—sin®(z) — cos?*(z) -1

Vz € Dy, ¢'(z) = (sin(z))2  sin?(x)

La fonction g est décroissante sur D.

3. Calculer les limites de g aux bords de D et tracer son graphe.

Correction Soit £ € Z. lim c9s(x) = +oo et lim 09s(x) =
a—0+ sin(z) z—z sin(z)

Exercice 10 Résoudre les équations suivantes.
1. 2% — 5e?* + 2 = 0.
Correction 2e?* — 5e?* + 2 = 0 est équivalente a 2X? — 5X + 2 = 0 avec X = e?*. Résolvons
cette équation.

A:25—16:9>0.IlyadoanracinesréeHes:X1:5Z7322OUX2:%:%.
1 1 In(2
Cela donne deux valeurs possibles pourx:xlziln@) ou :cg:iln (3)=- né )
g & H+e™™
2
. . ex+e—x T —x 2x T 2 N
Correction Soit t e R, ———— =2 & e " +te " =4 e +1=4e"< X“—4X +1=0o0u
X =e".
4423
A=16—-4=12 = (2/3)?> > 0. Il y a donc deux racines réelles:XlzJE\[:2+\/§ou
4 — 243
PO & NP}

2
Finalement, il y a deux solutions pour z : z1 = In(2 + v/3) et x5 = In(2 — v/3).
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Chapitre 05 : Etude de fonctions 7

3. VP = /1"
Correction Soit x € RY. VP = /2" & eVFE) = (V) o | /rin(z) = xIn(y/T) car x — e”
est une bijection de R sur R

& Vain(z) = gln(x) @ vil- Y520 © In(z) = 0ou v =

& =00 =
5 x uz

x
2
1oux=4.
Donc, 1 et 4 sont les solutions.
4. 2290 _ 3;v—% — 33:—}—% _ 22:1071.
Correction On va modifier ’écriture de cette équation :
20 qr—1 _ qz+l  oor-1 22 22—1 _ qu+i z—1 2z 1\ _ ax 1
3 = g gl o el = P (1+3)=3"(V3+%) &
x __ Qx 4
2 X 5 — 3% x \/3
9 \2% 8 2 \3 . 2 \% . . "
& (%) =3/ (%) . Or, la fonction x — (%) est une bijection de R sur R* donc

2r x—lix—i-l_lrfl 12‘%7 lg _ 7%
92 _ 373 — 37+3 _ 9 @(\/3) _(ﬁ) & 2r=3donc v = 7.

Exercice 11 Etudier en détail les fonctions suivantes.
1. — ZL‘% ) )
Correction Notons f la fonction définie par = — = = e»
(a) Dy ={x eR/zx#0et x>0} =RL.

(b) La fonction = — @ est définie sur R* et a valeurs dans R. Elle dérivable sur R comme

quotient de deux fonctions dérivables sur R%} avec un dénominateur qui ne s’annule pas.
Par composée avec I'exponentielle, la fonction f est dérivable sur R et

In(z) ]

1
Ve e RY, fi(a) = 2 E ) i _ 12 I0(@) oy

T T

Cette dérivée s’annule en x = e. Elle est positive sur ]0; e] et négative sur |e; +oo[. D’ou le
tableau de variation

e —+00

0
ORI -

fa | | T T

In(z)

(c) Calculons les limites. lim =0 et e’ = 1. Par composée, lim f(z)=1.
T—r+00 T—r+00
In(e
f(e):e i) :e%‘
zlgéh (= 55) oo et X1—1>H—loo e 0 donc mlg& f(x)=0.
x 0 e +00
ra@ ||+ -
1
Ce
0 1

2. z— (x4 1)~
Correction Notons f la fonction définie par z — (x + 1)* = e®In(@+1),

(a) Dy={z eR/z+1>0}=]—1,+o0.
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(b) La fonction x — xIn(x + 1) est définie sur | — 1, +00o[ et a valeurs dans R. Elle dérivable sur
] —1, +00] comme produit et composée de fonctions dérivables sur | — 1, +o00[. Par composée
avec l'exponentielle, la fonction f est dérivable sur | — 1, 4+00] et

Vo €] — 1, +oo, f(z) = |In(z + 1) + _T | grin(a+1)

r+1
On veut étudier de la signe de g : z — In(z + 1) + _T_ T
x
Cette fonction est dérivable sur | — 1, +00] comme somme de fonctions dérivables sur | —
1,4o00[ et
1 r+1—2 T +2
Vo €] -1, . d () = = >0
vel=L4ool 9@) = T+ T T e
La fonction g est donc strictement croissante sur | — 1, +oc[. Elle ne s’annule donc qu’une

seule fois. Or, g(0) = 0 donc f’ ne s’annule qu’en 0.

T —1 0 +o00

| - :
f@ | | T~

¢) Calculons les limites. lim zIn(z +1) = +oco et lim e* = +oo0.
(c)

T—-+00 T—+00
Par composée, lim f(z)= +oc.
T—+00
f(0)=e=1.
lim zln(zx+1)=+occet lim eX =+4ocodonc lim f(x) = +oc.
r——11 X —+o00 r——11
T -1 0 +00
r@ | | - +
+00 +00
1
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