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1 Définitions et premiers exemples
1.1 Symbole Z

Définition 1.

Soit (m,n) € N2 avec m < n. Soient Z,,,...,z, € R une famille de réels.
La somme de tous les réels x pour k variant de m a n se note

Zl'k:xm+xm+l+"'+xnfl+xn

k=m

On trouve aussi les notations suivantes

n

IETID DT S

k=m m<k<n ke[m,n]
Exemple 2.

12
.21:1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1:12.
i=1

5
.21:1+2+3+4+5=15

1= =1 =2 1=3 1=4 1=5

Remarque 3.
1. Cette notation se lit comme dans une boucle for en informatique.
2. Par convention, lorsque m > n, la somme est vide et vaut 0.
3. Dans la somme, I'indice k est une variable muette.
4

. En dehors de la somme, I'indice k n’existe pas.

k
Exemple 4. Chercher l'erreur dans Z Tk

k=0
L’entier k est a la fois I'indice muet de la somme et a la fois le dernier rang pour la somme.

1.2 Sommes usuelles

[Théoréme 5 (Somme de constantes).]

Soit a € R. Soit n € N*.

3

Démonstration: Soit a € R. On raisonne par récurrence.

Vn € N*, P(n): ”Za = na”
k=1

I Pour n =1.
1

Za =aet 1lxa=adonc P(1) est vraie.
k=1
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H Soit n € N* tel que P(n) soit vraie.
n+1

Za—Za—i—a =na+a=(n+1la

Donc P(n —|— 1) est vraie.
C Par le principe de récurrence, ¥n € N*, P(n) est vraie. [ |

n
Exemple 6. Soit a € R. Soit n € N*. Calculer Z a.
k=0

[Théoréme 7 (Somme des premiers entiers).]

Vn € N*, ik:ik:w
k=1

k=0

Démonstration: On raisonne également par récurrence.

1
VneN', P(n):"» k= 7n(n2—|— )
k=1
I P?ur n=1.
Zk = =1 donc P(1) est vraie.
H Soit n € N* tel que P(n) soit vraie.
= (n+1) n (n+1)(n+2)
Zk*Zkﬁ- n+1) +(n+1):(n+1)(5+1>:f
Donc P(n + 1) est vraie.
C Par le principe de récurrence, Vn € N*, P(n) est vraie. |
2n n
Exemple 8. Soit n € N*. Calculer Z ket Z k.
k=1 k=2
[Théoréme 9 (Somme des premiers carrés d’entiers).]
n
n(n+1)(2n +1)
Vn € N*, =) k=
> Z ;
k=1
Démonstration: On raisonne également par récurrence.
2 n+1)(2n+1)77
Vn € N*, P(n Z k f
I P?ur n=1.
1x2
ZkQ =1let XTXB =1 donc P(1) est vraie.
k=1
H Soit n € N* tel que P(n) soit vraie.
— : n(n+1)(2n +1) n(2n +1) (n+1)(2n2 + Tn + 6)
ZkQ:ZkQ—F(n—Fl)Q;{6+(n+1)2:(n+1)<6+(n+1)>: 5 .

D’autre part,

(n+D)n+2)2n+1)+1) _ (n+1)(n+2)2n+3) _ (n+1)(2n* + T +6)
6 6 6

Donc P(n + 1) est vraie.
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C Par le principe de récurrence, Vn € N*, P(n) est vraie. [
[Théoréme 10 (Somme géométrique).]
Soit g € R. Soit n € N*,
n
1 _ qn+1
1. Si 1 S —
ig#1, Y q 1~ ¢
k=0
n
2. Sig=1, qu:n—i—l.
k=0
Démonstration: On a besoin d’outils vus plus loin. |
. "1
Exemple 11. Soit n > 1. Calculer Z ok
k=0
n n k 1\n+1 1
1 1 1—(5 1— 5o 1 1
Su=>(3) = =T = (1o 5k ) =2
2k 2 1-1 1 on+1 on
k=0 k=0 2 2
2 Regles de calculs
2.1 Relation de Chasles
[Théoréme 12 (Relation de Chasles).]
Soit (m,n,p) € N3 avec m < p < n.
Soient x,,, . ..,x, € R une famille de réels.
n P n
dom=) et )
k=m k=m k=p+1
Démonstration: Soit (m,n,p) € N* avec m < p < n.
Soient Zy,, ..., T, € R une famille de réels.
n P n
Yowk=amt Az =aa ATy Tt T = Y ot Y
k=m k=m k=p+1 .
Exemple 13. Soit n > 5. Calculer Zmin(k, 5).
k=1
. <
Soit k € {1,...,n}. min(k,5) = { o > F<5 . On va donc couper la somme & 5.
5 sinon
n 5 n
Z min(k,5) = Z min(k, 5) + Z min(k, 5)
k=1 k=1 k=6
5 n
- Y
k=1 k=6
5 %6
= +5(n—6+1)
= m—-10=5n-2)
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2n
k
Exemple 14. Soit n > 1. Calculer Z {2J
k=1

Soit k € {1,...,2n}. k est pair ou impair. On va couper la somme en deux en regroupant les termes pairs

et les termes impairs.

2.2 Linéarité

[Théoréme 15 (Linéarité).]

Soit (m,n) € N? avec m < n.
Soient Ty, .- -y Toy Yy - - -

[
>
N

ol
S~—"

[

Démonstration: Soit (m,n) € N> avec m < p < n.
,Ym € R une famille de réels.

Soient Ty, ...y Tny Ym, - - -

n

B

, Um € R une famille de réels. Soit A\ € R.

n n

Z$k+zyk

k=m k=m
n

)‘Zyk

k=m

Z(:ck+yk)=xm+ym+---+mn+yn=wm+---+mn+ym+---+xn=Zmzﬁ-Zyk
k=m k=m

k=m
Soit A € R.
M) = A+ A+ N = A+ ) =AYy
k;n( ) ( ) ; ‘ .
Exemple 16. Soit n € N*. Calculons S = Z(2k +1).
k=0
Démonstration :

n B n n B n(n+ 1) B )
Z(Qk:-i—l)_QZI@—&-ZI_ZT—&-(n—&-I)_(n—i—l) .
k=0 k=0 k=0

Exemple 17. Soit n > 1. Calculer S = 2(8 — 2k + 6k?).
k=1
D B-2k+6k%) = > 8-2> k+6> K’
k=1 k=1 k=1 k=1
1 1)(2 1
_ 8n—2n(n2+ ) 4 gnint )6( ntl)
8n—nn+1)+nn+1)2n+1)
= 20 +2n% +8n = 2n(n* +n +9)
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2.3 Sommes télescopiques

,—[Théoréme 18 (Sommes télescopiques).]

J

Soit (m,n) € N? avec m < n.
Soient x,,, ..., T, € R une famille de réels.

n n

i=m i=m

\

> (@1 — T) = Tnt1 — Tm 5 D (@ — Tig1) = T — Tnt1

Démonstration :

n

E (Tit1 — Ti) = Tmt1 — Tm + Tmt2 — Tmag1 + -+ Tn — Tne1 + Tnt1 — T = Tnt+1 — Tm

i=m .
Exemple 19. Calculer S = i ;
fxemp.€ 19. - /{:(k 4 1)
- 1 11
On a déjé: démontré que vk € [[l,n]], m = E — k_—‘,—l
-~ 1 Z”: 1 1) 1 1 n
k(k+1) E k+1) 1 n4+1 n+1
k=1 k=1
- 1
Exemple 20. Calculer S = Zln 1+ —
_— k
k=1
,—[Théoréme 21 (Somme géométrique).} |
Soit ¢ € R. Soit n € N*.
n 1— qn+l
L. Sig#1 ko =
ig#L Y =7 .
k=0
2.8¢=1,» ¢*=n+1
k=0
Démonstration: 1. Soit ¢ € R, g # 1. Soit n € N*. Notons S = qu.
k=0
S—aS = Y d"-a) d
k=0 k=0
1-g9s = > (¢ —d")
k=0
_ 1— qn+1
_ . ntl
donc, S = 1=
I—-¢q
2. Siq:l,S:Zl:n-{—l. -
k=0
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2.4 Changement d’indice

Remarque 22. Soit n € N*,

k=1

n

Exemple 23. Proposer une autre écriture de Z(k —1)3.

n+1

Dk+12=2243 440+ (n+1)?=> K

k=2

k=1
n n—1
S-S
k=1 k=0
,—[Methode 1 (Changement d’indice).} \
Soit (m,n) € N? avec m < n. Soient @y, ..., z, € R une famille de réels.

Le changement d’indice j = k 4 1 se fait en 3 étapes :

k € [m,n] j:(?ﬂj em+1,n+1]

3. Changement de l'indice dans le terme général : x4 devient x;

1. Changement de l'indice inférieur de la somme : kK = m devient j = m + 1

2. Changement de 'indice supérieur de la somme : k =n devient j =n+1

n n+1
g Te4+1 = E X
k=m j=m+1
\ 7
n+1

Exemple 24. Soit n € N*. Donner une autre écriture de Z Tp_o.

k=2
On applique le changement de variable j = k-2 < k= j+ 2.
1. La borne inférieure devient j =2 — 2 = 0.
2. La borne supérieure devient j =n+1—-—2=n— 1.

3. Le terme général x;_o devient 2,190 = x;.

n+1

n—1
E Tp—2 = E Ty
k=2 7=0

,—(Théoréme 25 (Sommes télescopiques).w

J

Soit (m,n) € N? avec m < n.
Soient z,,,...,x, € R une famille de réels.

n n

i=m i=m

\

D (@ig1 = T) = Tnt1 — Tm 5 D (Ti — Fig1) = Trm — Tnt1

Démonstration: Soit (m,n) € N? avec m < n.

S. Freyssinet BCPST 1.1

2025—2026



Soient T, ..., T, € R une famille de réels.
n n n
S R D o
n+1 n
S
j=m+1 i=m
= Tp41 -+ Z Tj — (xm-i- Z wz)
j=m+1 i=m+1
= Tn4+1 — T
n m .
~{ Théoréme 26. \
Soit a € R. Soit (m,n) € N? avec m < n.
n
Z a=n—-—m+1)a
k=m
Démonstration: On va faire commencer la somme a 1 pour appliquer le théoréme 6.
On applique donc le changement de variable j = k —m + 1.
1. La borne inférieure devient j =m —m + 1 = 1.
2. La borne supérieure devient j =n —m + 1.
3. Le terme général a devient a.
n n—m-+1
a= a=m—-m+1a
k=m j=1 |
~—{ Théoréme 27. N
Soit ¢ € R. Soit (m,n) € N? avec m < n.
n
1. Sig=1, qu:n—m—l—l.
k=m
n
1— qn—m+1
: k_ m
2.8iq#1, > q¢"=g¢ =
k=m
Démonstration: Soit ¢ € R. Soit (m,n) € N? avec m < n.
n n
1. Sig=1, qu: Zl:n—m—l—l.
k=m k=m
2. On va faire commencer les sommes a 0 pour appliquer le théoréeme 8.
On applique donc le changement de variable j = k — m.
e La borne inférieure devient j = m —m = 0.
e La borne supérieure devient j = n — m.
o Le terme général ¢* devient ¢/+™ = ¢’.¢q™.
n n—m n—m
. 1 _ n—m-41
k __ m j __ . m Jj__ . m q
)SUD DILPEPE) PP
k=m =0 =0 |
S. Freyssinet BCPST 1.1 2025—2026



3 Calculs de produits
3.1 Symbole H

~— Définition 28. N

Soit (m,n) € N2 avec m < n. Soient Z,,,...,z, € R une famille de réels.
Le produit de tous les réels xy pour k variant de m a n se note

n
Hl’k:(EmeEm+1X"'X$n,1X{EH
k=m

On trouve aussi les notations suivantes

n

o= I == I =

k=m m<k<n ke[m,n]

Exemple 29.
12
. H 1=1.
=1
5
. Hi:2x3><4><5:120.
=1

Remarque 30.
1. Cette notation se lit comme dans une boucle for en informatique.
2. Par convention, lorsque m > n, le produit est vide et vaut 1.
3. Dans le produit, I’indice k est une variable muette.

4. En dehors du produit, 'indice k n’existe pas.

3.2 Produits usuels

,—(Théoréme 31 (Produit constant).} N

Soit a € R. Soit (m,n) € N? avec m < n.

n
H @ = an—m+1
k=m

\ J

,—[Déﬁnition 32 (Produit des premiers entiers non nuls).} N

Soit n € N*. .
On appelle factorielle de n et on note n! le produit n! = H i.

i=1
Par convention, 0! = 1.

\. J

~— Théoréme 33. N

1)!
VneN, (n+1)!=n!x(n+1) et (n—i—' ) =n+1.
n!
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10

Exemple 34. Soit n € N*. Calculer H k2.

k=1
n n 2
Démonstration : H k= (H k) = (n!)*. m
k=1 k=1
3.3 Regles de calculs
,—[Théoréme 35 (Relation de Chasles).} |
Soit (m,n,p) € N3 avec m < p < n.
Soient Xy, ..., x, € R une famille de réels.
n P n
H T = <H .’Ek> X H T
k=m k=m k=p+1
,—[Théoréme 36 (Multiplicativité).} |
Soit (m,n) € N? avec m < n.
Soient Ty, ...\ Tps Ym, - - -, Ym € R une famille de réels. Soit A € R.
n n n
II @) = T aex [T we
k=m k=m k=m
n n
Cwe) = A [T o
k=m k=m
,—(Théoréme 37 (Produits télescopiques).} |
Soit (m,n) € N? avec m < n.
Soient x, ..., z, € R une famille de réels non nuls.
ooz x ~ox 0
k+1 1 k
H kAl _ el H = R
h—m Tk Tm b Th41 Tn+1

\ J

,—[Methode 2 (Changement d’indice).

| —

Soit (m,n) € N? avec m < n. Soient @y, ..., z, € R une famille de réels.
Le changement d’indice j = k 4 1 se fait en 3 étapes :

k & g 1 1
E[[m,n]]jzk+1j€[[m+ ,n+1]

1. Changement de l'indice inférieur du produit : k = m devient j =m + 1
2. Changement de 'indice supérieur du produit : k = n devient j =n +1

3. Changement de l'indice dans le terme général : z11 devient z;

n n+1
o= 11 =
k=m j=m+1
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4 Coeflicients binomiaux

4.1 Définitions et application

~—| Définition 38.

11

Soit n un entier naturel non nul et soit k£ un entier positif tel que k < n.

On appelle coefficient binomial et on note (Z) I'entier défini par

<Z>_nm—1y“m—k+n

Pour k£ > n ou k < 0, par convention, <Z> =0.

k! kl(n — k)!

Exemple 39. (g) —1, (T) —n, (Z) - @ ot (Z) —1.

Exemple 40. Soit (a,b) € R%

1
o (a+b)®=d’+3a°b+ 3ab® +b° = (g> a® + (3) a’b+ (z) ab”® + (2) b3

o (a+0b)*=a*+4a3b + 6ab? + 4ab® + b*

e (a+1b)° =a’+5a*b+ 10a3b? + 10a2b® + 5ab* + b°

,—[Théoréme 41 (Binéme de Newton).1

J

Soit n € N*. Soit (a,b) € R2.

(@a+d)"=>_
k=

0

(-2

k=0

4.2 Propriétés

,—(Théoréme 42 (Symétrie des coefficients binomiaux).}

Soit (n,k) € N? tel que k < n.

\

Démonstration: Soit (n, k) € N? tel que k < n.

n n! n! n!
(k) T K-k (n—kk  (n—k)(n—(n—Fk)

S. Freyssinet BCPST 1.1
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4.3 Triangle de Pascal

Soit (k,n) € N? avec 0 < k < n.
n+1\ (n " n
k \k k—1)

Démonstration: Soit (k,n) € N? avec 0 < k < n.

n n n! n! n! n!
<k> + <k - 1) T Mo TG D (k-1 Rm—R G- Dln—k+ 1)

_ nl(n—k+1) nlk

Tkt —k)n—k+1) " k(k—1D!(n—k+1)!
_ onln—k+1)+nlk n!

T T Hmrl-k! Kmtl-k)

(3

Remarque 44. Avec cette formule, on peut calculer les coefficients binomiaux de proche en proche.

+rowa=o (*) -1

pawaes ()1 ] -1

cpaaza ()1 ()= () ()11 220 ()1

cmacaes ()1 () - )+ () 2015 () - ()22 () -

12

Remarque 45. On peut représenter les coefficients binomiaux dans un tableau. C’est sa forme triangulaire qui

donne le nom de Triangle de Pascal.

P
. 0 1 2 3 »

=)
|
—

I
—
I
—_

I
no
L N
)
N1
I
—_

WMo o o
I

—

W= N =

)
L N N N

=]

I
—
T~
Il
S
-
S
I3
—
N1

3
SL—
o 3

—~
N e (D N
Il
w
L
NS
N1
Il
w
P
w
N_
Il
—_

Il

—_
=+
—— 3

n+1 <

o +
A
N——]
I
-
L
3
I
3
+
A
L
3
S+
A
N——

Théoréme 46.

VneN, YEk<n, (Z) e N.
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Démonstration: On raisonne par récurrence.

Vn € N*, P(n): "Vk € N tel que k < n, (:) eN”

I Pour n =1.
((1)) =0€&Net (1) =1 € Ndonc P(1) est vrai.

H Soit n € N* tel que P(n) soit vrai. Soit k € [0,n + 1].

Sik=0, <”gl>—0€N.

n+1
ik= 1 =1leN.
Si n -+ ’<n—|—1> €

1
Si0 <k <n+1, par le triangle de Pascal, (n * ) = <n> + (k "

k k

Or, par hypothése de récurrence, (:) et (
Donc, P(k + 1) est vrai.

n
k—1

)

1
) sont des entiers. Donc, (n +

k

13

) est aussi un entier.

C Par le principe de récurrence, la propriété est vraie. ]
4.4 Démonstration du binéme de Newton
Théoreme 47.
Soit n € N*. Soit (a,b) € R2.
" /n " /n
(a+b)" = Z (k) atpn Tk = Z (k) a™kpk
k=0 k=0
Démonstration: Soit (a,b) € R?. On va raisonner par récurrence.
) n __ - n kin—ky
¥n €N, P(n): "(a+b)" =Y <k>a b
k=0
I Pourn=0":
0
Z <2) a"b°™" =1 et (a+b)° = 1 donc P(0) est vraie.
k=0
H Soit n € N* tel que P(n) soit vrai.
(a + b)n _ <n> akbnfk
k
k=0
ntl < N\ kyn—k
(a+b) = (a+b)(z<k>ab )
k=0
= o> (et ey ()t
k=0 k=0
=Y (Z) a R4y (2) akpr ik
k=0 k=0
S. Freyssinet BCPST 1.1 2025—2026



On effectue le changement d’indice £ = k + 1 dans la premiére somme.

n+1 n
(a+b)n+l _ Z (gil 1) aebn—(z—n + Z (Z) aFpnti—k
=1 k=0
n+1 n
. n Cint1—20 n kint+l—k
= <€_1)ab JrZ(k)ab
£=1 k=0

o S (e £
=1 1

k=

l=n+1

+1\ 4150 - n n kpn+l—k
i) () s )]
n+ 1 n+1,0 - n+ 1 kin+l1—k n+ 1 0yn+1
() (1 e (13):
—— ——
k=n+1 k=0
n+1
_ Z n+1 kpn+1—k
k

k=0

Donc, P(k + 1) est vrai.

) otk + (g) a0t
N————

14

C Par le principe de récurrence, la propriété est vraie. ]
Théoréme 48.
Soit n € N*.
" /n " /n
__ on _1\k _
Z@ — et Z@( k=0
k=0 k=0
Démonstration : e On applique le bindbme de Newton avec a = b = 1.
ny\ N\ k n—k _ n __ on
Z@ _Z(k)l R (1) =2
k=0 k=0
e On applique le binbme de Newton avec a =1 et b = —1.
n k _ WY/ \kqn—k _ [ n __
Z(k)(—l) _Z(k)( DFATF = (—1+1)" =0 .
k=0 k=0
5 Sommes doubles
5.1 Définitions
e Soit n € N*. Soient z1,...,x, € R une famille de réels.
k|1 2 ... | n
X1 X9 N In
n
La somme Z x) peut se comprendre comme la somme des termes inscrits dans une ligne d’un tableau.
k=1
e Si le tableau contient deux lignes,
k 1 2 . n
X1,1 Z1,2 Ti,n
21 | 22 | --- | T2.n
S. Freyssinet BCPST 1.1 2025—2026
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n

n
la somme de tous les éléments du tableau devient S = Z Tk + Z T2, f;-

k=1 k=1
e Si le tableau contient trois lignes,
k 1 2 . n
T1,1 Z1,2 e Ti,n
21 | 2,2 | --- | T2.n
x3,1 Z3,2 e T3,n

n

n n n 3
la somme de tous les éléments du tableau devient S = E T,k + E To g + g T3 ) = g Ty k-
k=1 k=1 k=1 ¢=1k=1

5.2 Sur un rectangle

[Théoréme 49 (Somme sur un rectangle).]

Soit (m,n) € N2. Soit (25,0 <j <m, 0<k<n) une famille de réels.

Z1,1 Z1,2 T1,n
Z21 €22 500 T2.n
xﬂhl anQ o mnhn

La somme de tous les éléments du tableau se note Z x;, et on peut la calculer de deux fagons.

0<j<m
0<k<n

m
e On additionne les termes de chaque colonne k, ij,k puis on additionne tout.
j=0

n m
E fj,kZE E Lj,k

0<j<m k=0 \j=0
0<k<n
n
e On additionne les termes de chaque ligne j, <Z g, k) puis on additionne tout.
k=0

0<j<m 7=0
0<k<n

Exemple 50. Soit (m,n) € N2. Calculer z vAarl

0<j<m
0<k<n
k+j - - k+j _n kmj _n k1_2m+1
> 2 = > (D2 => [2¢) 2 _22.1_2
%?k%: k=0 \j=0 k=0 7=0 k=0
1 —ontl
= (2"t —1) 5= (2"t — 2™ttt 1)
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5.3 Sur un triangle

[Théoréme 51 (Somme sur un triangle).]

Soit n € N. Soit (2, 0 < j <k < n) une famille de réels.

T1,1 X1,2 o060 oo T1,n
x2.2 6060 500 T2.n

3,3
Ln,n

La somme de tous les éléments du tableau se note Z x;; et on peut la calculer de deux fagons.

0<j<k<n
k
e On additionne les termes de chaque colonne k, g 2% | puis on additionne tout.
Jj=0

n k
§ xj,kZE: Emj,k

0<j<k<n k=0 \ j=0

n
e On additionne les termes de chaque ligne 7, ij k| puis on additionne tout.

Exemple 52. Soit n € N*. Calculer Z
1<j<k<n

x|,

1<j<k<n k=1 \j=1 k=1 j=1
"1 k(1) Kk+1
- Yy
k=1 k=1
1 n n
- (D)
k=1 k=1
1 /n(n+1 n
= = n
2 2
_ n(n+3)
B 4

16

S. Freyssinet BCPST 1.1 2025—2026



