Chapitre 06 — Sommes et produits 1

Exercice 1. Soit n € N*.
1. Exprimez a ’aide des symboles X et H les quantités suivantes.
(a) 3+4+5+6+7+8+9+10
(b) Soit a € R. 14 a? +a* + --- + ™.
(c) 2x4x6x---%x(2n—2) X 2n
(d) 1x3x5x---x(2n—1)x(2n+1)

2. Ecrire les sommes et produits suivants en extension.

12 n
(a) > 2k () > k(k—1).
k=1 k=1
2n n
(b) 32 (d) ] 1.
k=1 k=1
Correction
10 10 2
10 x 11
1. = — = — 3 =52.
(a) D k=Y k—> k 5 3 =52
k=3 k=0 k=0
n n 1-— (a2)”+1 . 9
(b) ZGQk:Z(a2)k: WSIG 751
k=0 k=0 n+lsia?=1

(c) C’est le produit de tous les nombres pairs plus petits que 2n donc
n n

2x4x6x---x(2n—2) x2n=]](2k) =2" ][] k =2"nl.
k=1 k=1
(d) C’est le produit de tous les nombres impairs plus petits que (2n + 1) donc

1x3x5x--x(2n—1)x 2n+1) = [ (2k+1).

C’est aussi le produit de tous les nombres plus petits que (2n + 1) divisé par le produit de
tous les nombres pairs plus petits que 2n

ZTﬁlk
" - 2 +1)!
T2k +1) = =0 —(Zj').
k=0 [T (2k) v
k=1

12
2. (a) > 2k=2+4+6+ - +22+24.
k=1
2n
(b) D 2F=24448+ - 42271 22"

T
I

—
o
~

(]

E(k—1)=1x0+2x143x24+---+(n—-1)(n—2)+n(n—-1).

i
I

l1=1xx---x1x1.

2
=

b
Il
—

Exercice 2. Soit n € N*. Calculez les quantités suivantes.

n n 1
1. 2k —1 ol —
il " 5. k(k+1).
2. Y Bk+7) 4 [[ ke h=1
k=4 k=1
Correction
1. 2k —1) =2 k — 1=2——2 —n=n".
2R =k =2
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Chapitre 06 — Sommes et produits 2

n+1 n+1 n+1
1—4+1 1+4
2. Z(3k+7):32k+721:3(n+ +2)(”+ ha )+7(n+1—4+1)

k=4 k=4 k=4
302005 | g, 9y = (n —2)(3n +29)

n
nopoaye 1-(3)" 1o 1 A T 1
2 %=3(3) =51 =m 1)—1‘2ndomlﬁg.%,;gk—&gé(l‘w)—l'

5.3 k(1) = S (24 k) = zn:k:Q py = MDD D) Lo 1) 4m)
k=1

n(n + 1)(n+ 2)

Exercice 3.

1. Démontrer qu’il existe deux réels a et b tels que

1 a b
VkeN, ——- =%, 2
S (s § B S

n
1
2. En déduire 'expression simplifiée de kZ::l m

Correction

1. On raisonne par analyse-synthese.

A Supposons qu’il existe deux réels a et b tels que Vk € N*, m =7 + P
1 _alk+1)+ bk

Done, Wk e N 2 i) = kb 1)
Donc, Vk € N*, 1 =a(k+ 1) + bk = (a + b)k + a.
Par identification, a = 1 et a +b = 0.
Donc, a=1et b =1=.
S Posonsa—l et b=—
1 k+1—k 1

Vk € N, - — _ .
© ’k k+1 k(k+1)  E(k+1)
1 a b

Dongc, il existe deux réels a et b tels que Vk € N*, m =% + Pt

= = k k+1
On reconnalt une somme télescopique.

" 1 1 1 1 n
S EED =T AT AT AT
—k(k+1) 1 n+l n+1l n+1

Exercice 4. Soit (¢,n) € R x N*. Calculez les sommes et les produits suivants.
n

LY ¢"(1—q) 3. ) kxk
k=1 k=1

"ok—1 ( 1)
2. S 4. 1— —

Correction
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Chapitre 06 — Sommes et produits 3

1. qul_q :Z( k+1):q_qn+1‘
k=1 k=1
L 1 2 n—1 1
2. XX =_.
1;[ 2 3 . n n
3.2 <K'= (k+1-1Dk'=>"[(k+1)k =D [(k+ 1) —k]=m+1)—1.
= k=1 k=1 k=1
1 k-1 (k=1(k+1) k—1k+1
4. Soit k € [2,n]. 1 — Ein T k2 =0
- 1 k— 1k+1 - 14 k+1 1n+1 n+1l
()= - I I = =
k=2 k=2 k=2 k=2

Exercice 5. Soit n € N*.
n
1. Exprimez de deux fagons la somme suivante. S = Z [(k‘ + 1)t - kﬂ.
k=1

2. En déduire la valeur de Z k3.
k=1

Correction

1. Z [(k + 1)t - kﬂ = (n+1)* — 1 par la formule des sommes télescopiques.

n n n n n n
Drautre part, > [(k+ 1)* = k] = 3 (4k* + 657 + 4k +1) =43 K + 6> K2 +4Y k+ ) 1.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n
2. Notons S = Z k3.
k=1
n n n
D’apres la question précédente, Z ((k + 1)t - k4) =45+6 Z k% + 4 Z k+n.
k=1 k=1 k=1
Ainsi,

48 = (n+1)4—1—62n:k2—4zn:k—n
k=1
(n+D*—nn+1)2n+1) —2n(n+1) — (n+1)
= (n+D'=nn+1)@2n+1)—2n(n+1) — (n+1)
= n’(n+1)?
n?(n +1)?

n
Finalement, Z k3 = 1

k=1

Exercice 6. Soit (z,n) € R x N*.

1. A T'aide de formule de trigonométrie, exprimer cos(z) comme un
quotient de sinus.

sin(2x)

2sin(z)

Correction sin(2x) = 2sin(z) cos(z) donc cos(x) =

2. Calculez Hcos (23;)
Losin( gty 1 ™ sin(s%
mﬂcos(i):ﬂwzwnw'

k=1 i 2sin(ge)
On reconnait un produit télescopqiue. Donc,

. x 1 sin(x)
[T cos (5 T onsin(Z)’
k=1 2m
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Chapitre 06 — Sommes et produits 4

Exercice 7. Résoudre I’équation suivante.

Correction

(n) N (n) . (7;) :n+n(n—1) N (n—=2)(n—1)n _ 6n +3n(n —1) + (n — 2)(n? —n) :n3—|—5n.

1 2 2 6 6 6

Donc I'équation a résoudre est n3 + 5n = 20n c’est a dire n(n? — 25) = 0.
On cherche une solution strictement positive donc n = 5 est la seule solution au probléeme posé.

Exercice 8. Soit n € N*. Calculez les sommes suivantes.

1. Zn:()(?) 3. i(’;) 31,

n n—1(n
2. Z(—l)’“(“) L5
k=0 k =0 %
Correction
=0 =0
2 30 (3) -5 (e o= {2
1=0 =0

3. znj (7;)31'—1 = znj (7;)31'—1 x 1= ;znj (?) 311l = ;[ZZ; (?) giqni —\}[_;]

B+1)n—1 4n—1

3 3
n—1 n—1 n—1 n
1 1 . 1\* 1 1\" 1
4 @: <”)Z:Z(">Zx1"zzz<”><> ><1”Z—n—<1 ) -
= =\ 2 o\ 2 —\ 2 2 2 2
31 o
=5
Exercice 9. Soit n un entier naturel non nul.
n —1
1. Calculez Z (Z B 1).
k=1
) " (n—1 “in-1 1
Correction Z (k: B 1> = ( ; ) =2
k=1 =0
—1
2. Soit 1 < k < n. Démontrez que k " = n " .
k k—1
n n! n! (n—1)!
Correction <k> Min—k)!  (k—Din—k!  "(k—1ln— k1+1)!

B (n—1)! _ (n-1
"Dt (k-0 "\k-1)

3. En déduire la valeur de 3k (")

k=1 k
n n n—1 n—1 n—1 n—1 )
Correction k = n =n =n2" .

S. Freyssinet BCPST 1.1 2025—2026



Chapitre 06 — Sommes et produits 5

"1 [(n
4. [*] Calculer kzo m (k) .

Correction Soit k € [0, n].

1 n\ 1 n! B n! B 1 n-+1
E+1\k) k+1kl(n—k)! (k+1)!(n—k)! (k+ )(n+1 k+1) nt+l\k+1)
S S AN W AN ”+1<n+1> +<+>_<n+1>
S i) - ) e () el |
- b (2"t —1).

n-+1

Exercice 10.

1. Quel est le coefficient devant a*b? dans le développement de (a — b)6 ?

6
6
Correction Par le bindme de Newton, (a — )% = Z ( l> al (=)L, Le coefficient en a*b? corres-
1=0
pond a [ = 2,

6
¢est-a-dire (—1)3 <2> = 15.
2. Quel est le coefficient de a*b?c® dans (a — b + 2¢)? ?

9
9
Correction Toujours par le binéme de Newton, (a — b+ 2¢)? = Z (a —b)P7*(2c)k.

9
On cherche le terme en ¢® donc on s’intéresse & k = 3 c’est & dire ( >23(a —b)°.

w

Le terme en a*h?c? est donné par celui devant a*b? dans (a — b)°.

Ce coefficient est donc (2) 23 (g) = 10080.

Exercice 11. Soit n € N*. Ecrire les sommes doubles suivantes sous forme de deux sommes puis les
calculer.

Z 1
1sign 4. ij

2. 3 155

1gisn 5.3 (i44)?

1<j<n

Al
INIA
3

3.3 1 1555
1<i<j<n
Correction
n n n
Z 122212271:712.
1<i<n i=1j=1 =1
1<j<n
- " n(n+1) nn+1) n?(n+1)
2. Z j_ZZ]—Z =n = .
2 “ 2 2 2
1<n 1= 1] 1 Zfl
1<j<n
n n n n n n
300 1= Y1=) (n—i+1) =Y (n+1-9)=>(n+1)=> i
1<i<j<n i=1 j=i i=1 — i=1 i=1 i=1
nombre d’entiers entre 7 et n
1
:(n'f'l)n—nn;_):(n—i—l)(n—g) ( ; )n
L " nn+1 nnm+1) <. n(n+1)32
4. Zzy—z zy— ) Z] :Zz< ): ( )Zz:7< )
= 5 2 2 5 4
1§;<Z i=1j=1 i=1 i=1
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Chapitre 06 — Sommes et produits 6

n n n

n n
P+2Y Y iy >
=1 i=1j

=1 i=1j=1

J

D NS0 9 WESIED 9 FUESTESUED
A =1 i=1

LR " n(n n LR n(n n n%(n n
e Y= (n+1)(2 +1>:22j2:nx (n+1)(2n+1) (n+1)(2n+1)

i=17=1 =1 6 i=17=1 6 6
formule sur les carrés
n n 2
9 o ni(n+1)(2n+1)
. Zzz _Z; 2 = 5 .
i=1j=1 Jj=1li=1
" n2(n+1)?
DHWELL
i=1j=1
Finalement,
" L n*n+1)(2n +1 n?(n + 1)2 2n?(n+ 1)(2n + 1) + 3n?(n + 1)?
S P R I G e CR IR VR LAY
1<i,j<n
n*(n+1)22n+1)+3(n+1)]  n*(n+1)(Tn+5)
= G = .

Exercice 12. [*] Soit n € N*.

, . n n
On définit P = Z <2k:> et [ = Z <2k+1>'

0<2k<n 0<2k+1<n
1. Calculer P+ 1T et P — 1.

n
Correction On remarque d’abord que P correspond en fait a la somme des I pour k pair infé-

n
n n
rieur & n et I correspond a la somme des < k:) pour k impair inférieur a n. Ainsi, I + P = E ( l) = 2"
=0

n
De plus, P — I correspond donc a la somme des k:) avec un signe positif lorsque k est pair et

négatif sinon.
n n " n
Donc, P—I= ) ( ) > ( ):Z(1)1<>:0.
0<2k<n 2k 0<2k+1<n 2k +1 1=0 t

2. En déduire I et P.
Correction On a donc le systéme suivant :

= P=I=2""1

P+I=2"
P—-1=0

Exercice 13. [*] Soit (a,b,n) € R? x N.
On pose A, = (a — b)*" + (a + b)>™.

1. Calculez A,,.
Correction On applique le bindme de Newton aux 2 termes de la somme :

(CL . b)2n _ in: <2n> ak(_b)2n7k:
k 2 <2n

k=0 , = (a—0)"" + (a+b)>" =) L
(CL + b)2n _ Z ( :) akan—k k=0

k=0

>akb2n—k[(_1)2n—k + 1]

0 si k est impair

_1\2n—k —
Or, (=1) 1 { 2 si k est pair.
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Chapitre 06 — Sommes et produits 7

Finalement, il ne reste que les indices k pairs dans la somme c’est & dire quand k = 2p avec
0<p<n.

Done, (a— b + (a-+ 8 = Y- @) P 2=y <2n> (@) (52)".

p=0 p=0 2p

2. En déduire que le réel s, = (1 — v/2)?" + (1 + v/2)?" est un entier naturel pair.
Correction Pour calculer s,, , on applique la formule avec a = 1 et b = /2.

Sn=2 @Z) (1P (V2P =2 ; @Z) 2" p

. C’est bien un entier naturel pair.
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