Chapitre 07 : Nombres complexes 1

Exercice 1 Donner les formes algébriques des complexes suivants :

s L 1+2
1. 2=142i—2—4i ) 2 4i°
2. 2z = (14 2i)(2— 4i) 6. 5= &
3. 2= (2—4i)2 2
4. z=(1+2i) 7.2=3 i"
k=1
Correction

Lz=1+2i—-2—-4i=-1-2i
2. z=(1+2i)(2—4i) =10

3. z=(2—4i)?2 =4 —16i + (4i)? = —12 — 16i.

4. z=(1+2i)> =1+3(20)2 +3(20) + (21)3=1-12+61 — 8i = —11 — 2i.
o 1+2i (1420244 -6+81 -3 .2

5. 2= - _ _ 0 2
T4 T 2 4) (21 4) 20 0 5

A
CT T T4 T2

2022k 1 _ §2022

7.1i#41d = =i
i# 1 donc z ];11 i T
Or, i* =1 donc 2022 = (i4)50‘r’.i2 = —1.

2022 . . .
2i 2i(1 +1)
D -k: — - 1 .
onc,kgll 11— 5 +1
-1 3
Exercice?Onnotej=2+i\2[.

1. Calculer j? puis j>.
Correction'Q—}—@l—;—_—1—£i—T
SOHEER ) =y 2, 42 2 -7
j3=j-32=j-j=\j|2=Z+Z:1.

2. Calculer 1+ j+j%.

-1 3 -1 3
m1+j+j2:1+—+i£+——i£:0.

2 2 2 2
3. Pour n € N*, calculer j".
Correction Soit n € N*.

e 'l existe k € N tel que n = 3k alors j* = (7°)F = 1.
k

e S'il existe k € N tel que n = 3k + 1 alors j® = (j3)*.j = j.
e S'il existe k € N tel que n = 3k + 2 alors j* = (j°)*.j2 = j?
2021
4. En déduire Z j*.
k=1
o 2021'1C O s T
Correction j # 1 donc Z_] =j. T =j —; =j+j=-1

k=1

Exercice 3 Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € C.

1. 2=7% 3. 2iz=1—=z2
2. 2z24+3z=1—1i. 4. 2z =1+ 2i.

Correction Vz € C, 3(x,y) € R?, z =2 +iy.
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Chapitre 07 : Nombres complexes 2

1.z:z<:>x+iy:xiy<:>{x o Sy=0&zeR.

Yy=-y
_ . . . . . . oxr =1 1 .
2. 2243z=1-i2x+2y+3z-3iy=1-iedr—-iy=1-i& =1 (:)z:g+1.
1 1—2i
3.22=1-22(142)=1 2= &z = .
iz z < z(1+ 2i) =TT T E
14 2i 1—2i
L2z=142iez= "o, = . o
Exercice 4 Résoudre graphiquement les équations ou
inéquations suivantes
1. |z| =2
4. |z—2| =14
2. |z| <2. .
5. |z +2i| <1
3. 2< 2| <5.
Correction
1. |z|=2< 2 € C(0,2)
2. |z] €2 & z appartient au disque de centre 0 et de rayon 2 D(0,2).
3.2< 2| <5<z e D(0,5\D(0,2) .
4. |z-2|=4<2€C(2,4)
5. |z +2i| <1< z appartient au disque de centre —2i et de rayon 1.
Exercice 5 Donner la forme algébrique des complexes suivants :
_ 9eiZ 3. z= 3e‘?£>< 2e's
im 4 3e’s
- . z= =
2. z=1¢€". 26 1%
Correction On rappelle que V0 € R, e = cos(6) + isin(f).
- T 7
1. z=2e'2 =2 — isin | — = 2i.
z e 2 (008(2)+181n(2)> 1
2. z = e'™ = cos(n) = +isin(n) = —1.
o X —iT i(z_z) PSR T s s ™ - .
3. z=23e'3 x2e '6 =6e'\3 6/ =06e'6 =6 | cos 5 + isin s =3v3+ 3i.
3¢!5 3 yx,xy 3 ix 3
4, 7z = P = 2ei(51F) = Zeif = 2.
z Pyt 5€ €2 =3l
Exercice 6 Donner le module et un argument des complexes
suivants puis la forme exponentielle.
1. z=4i 1
9. 2= -2 r=1T7
3. z=+3+1i 6 o 4
4. z=1—+/3i L+1i
Correction On commence par le module puis on reconnait un angle associé au point d’affixe |Z—|
z

4i  4i - pi
L. |4i| =4 et @ = Zl =1i=cos <72T> +isin <g> donc 4i = 4e'’z .

| —2]

2. |—2|=2et = —1 = cos (1) +isin (7) donc —2 = 2e'™.
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Chapitre 07 : Nombres complexes 3

29 =2 4+ 16 et 23 = /8 — iV/8. OmposeZ—l—g3
z

V3+i V31

T
3. |V3+il=1/(V3)2+12=2et :+i:cos<)+1sm( )doncf+1—2e6
1 —+/3i 1 V3 - —T
4. 11 — V3i| = /124 (- 32:2et:—i:cos(>+isin<) donc
1= Vi (=v3) |1 — /3i 2 2 3 3
1—+/3i=2e"5.
1 1+i
1 L+i| J1+i V2 . 1.3 9 1+i 2 1+i (w) . (w)
’1—i ’ 5 5 5 e‘ 1 NG 5 ><\/5 NG cos 1 +1sin 1
i 2
2 .x
donc ,:ielz.
1—i 2
4i |4i] 4 4i 4i(1 —1i) .
6. = =2v2et = =2i+2.
‘1+1 1+i 2 V2et 2 '
4i
1+1i 2i+2 141 <7T) L. <7T) 4i i
Donc, = = =cos|— | +isin(— | donc - = 2v/2e'1.
4i 2v/2 V2 4 4 1+i V2
1+i
Exercice 7 Soient trois nombres complexes : z; = —3 +iV3,

2
1. Ecrire z1, 29 et z3 sous forme exponentielle.
Correction

] = V(=32 43 = Vi2=2V3

2 = 2V3 (2_\% + 12‘\/%) =2V3 <_;/§ + 15) =2V3 (Cos (56”) +isin (56”)) = 2V3e’d

2l = (V22 + V6 =VB=2V2

= 2V2 <2\\[f +1i 2&) 22 <; + 1?) =2V2 (cos <73T) +isin (g)) = 2\/§e%r

2] = V(B2 +VE = VIE—14
S (f_ \4f> <\2f_ f) :4<COS (T)—Hsin (T)) — 4o

2. En déduire une forme exponentielle de Z.

im

A2 (2/Be" ) (e i) _ 9% 3yB0 F sl _ 12yFe
& (2v/2e5)6 26 93¢ %"

3. Déterminer la forme algébrique de Z.

Correction Z = —12+/3i.

Correction Z =

i

Exercice 8 Dans cet exercice, on note w =€ 5 , a = w + w?* et b = w? + w3.

1. Calculer w°. .
2im
Correction w® = (eT) =1.
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Chapitre 07 : Nombres complexes 4

2 4
2. Exprimer a et b en fonction de cos (;) et cos (W>

5
Correction
im im\ 4 i im s —3im 3im 3 2
a=w+wt= e + (e%) — e +eg? = e”(e% +e3T) = —2cos (;) = 2cos (;)
La derniere égalité vient de Vo € R, cos(m — ) = — cos(z).
2 3 2\ 9 2in\ 3 din Gix g iz ™ am
b=w"+w’=(es) +(e5) =es5 +es =e7(e5 +es5)=—2cos B = 2cos 5
3. Exprimer a + b + 1 sous forme de somme et en déduire la valeur.
Correction
1 1—w’
atb+l=1+w+w’+u’+w'=> wh= =0
1 —w
k=0
4. En déduire a + b et ab.
Correction a + b = —1.
ab = (w+w?)(w? +w?) = w4+ w+wt +w’ = w4+ wt +wd w+wdw? = wtwt+w+w? = —1.

5. De quelle équation les complexes a et b sont-ils solutions ?
Correction a et b sont les deux solutions de ’équation 22 + z — 1 = 0.

6. Résoudre cette équation.

—-1—-+5 :—1+\/5

Correction A = 1—(—4) = 5. Il y a donc deux solutions réelles : z; = — et z9 5
Une de ces solutions est a et l'autre est b.

7. En déduire cos (2;> puis sin (2;)
V5 —1
2

et

2
Correction L’angle % est dans le premier cadran donc a = 2 cos <57T) > (0 donc a =

—1-+5

b=
On a donc
() - 35
cos s = 5=
_1)2 _
sin2(2w) = 1—cos2<27r>:1—(\/51):1—6 2\/5:10+2\/5
e 5 16 16 16

s 27
Puisque I'angle = est dans le premier cadran, sin <5> est un nombre positif donc on peut

. (277)_ [10+2V5  /10+2V5
N A S TR

Exercice 9 Linéariser ou exprimer sous forme de polyndémes trigonométriques les expressions sui-
vantes.

passer a la racine carrée.

1. sin%(0)cos?(0) 3. cos(46)

2. sin®(30) 4. sin(50)
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Chapitre 07 : Nombres complexes 5

Correction

1. On applique les formules d’Euler pour le cosinus et le sinus

i _—i0\ 2 /_io —ig\ 2
sin?(f) cos?(0) = <e ° ) (e —I—2e >

< 26196 10+e i9> <62i€+2ei9ei9+e2i0>
- 1

B 4

et | 26219 1 elle=210 _ 9g2i0 4 9q—2i0 | o—2i02i0 | 9o—2i0 | o—4if
—16

el e 40— 2 11— cos(40)
—16 B 8

On peut également retrouver ce résultat avec les formules de trigonométrie classiques.
1— 20

On sait que : ¥ 0 € B, sin(20) = 2cos(6) sin(0) et sin?(9) = -0

1 y 1 —cos(40) 1 —cos(40)

4 2 - ] :

1
donc sin?(#) cos?(8) = 1 sin?(26) =

310 —3i0\ >
sin®(30) = <82ie>

1 . ) o o o 1 . . o o
_ (6916 o 3e619e 3i6 + 383196 6i0 e 919) _ (e919 o 36319 + 3e 3i0 e 919)

—8i —8i
- i 9i0 _ _—9i0 30 _—3if - Sln(99) — 3Sln(3¢9) o 3S1n(30) — Sln(99)
= & (e e 3(e e ) = ) = 1

3. Cette fois, on veut faire le travail dans 'autre sens et exprimer cos(46) comme un polynéme en
cos(0).
Pour cela, on utilise 'autre lien entre cos(6) et el : cos(§) = Re(e'?).

cos(49) = Re(e'™) = Re((e”)") = Re[(cos(6) + isin(6))’]
(cos(f) +isin(9))* = cos?(6) + 4icos(6) sin*() — 6 cos?(6) sin?(8) — 4i cos(6) sin®(#) + sin*(0)
cos(40) = cos*(0) — 6 cos?(#) sin?(0) + sin(0)
cos?(0) — 6.cos?(0)(1 — cos?(6)) + (
= 8cost(f) — 8cos?(h) + 1

1 —sin?(9))?

4. On fait pareil et on utilise encore le bindme de Newton pour développer la puissance 5.

sin(50) = Im[(cos(#) + isin(6))?]
(cos(f) +isin(0))® = cos®(0) + 5icos?(0) sin(f) — 10 cos®(#) sin?(#) — 10i cos?(#) sin®(#) + 5 cos(#) sin?(#)
sin(50) = 5cos?(#)sin(h) — 10 cos®(6) sin®(6) + sin®(0)
= 5(1 —sin?(#))?sin(f) — 10(1 — sin?(0)) sin>®(0) + sin®(0)
= 16sin°(#) — 20sin®(0) + 5sin(f)
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Chapitre 07 : Nombres complexes 6

Exercice 10 Résoudre les équations suivantes
1. 22 —42+44=0
2. 22 =—4
3. 2224 32—-5=0.

Correction
1. 22 — 42+ 4 = (2 — 2)? donc I'équation admet une unique solution z = 2.
2. 2= -4224+4=022-(202=0& (2 —2i) (2 +2i) =0 & 2 =2i ou z = —2i.

3. A=32-4x2x5=9-40 = —31 < 0. L’équation admet deux racines complexes conjuguées :
-3 4+iv31 -3 —1iv31
a= et z9 = —

Exercice 11 [*] Egalité du parallélogramme

1
Montrer que Y(a,b) € C2, |a®> + |b]? = B (|a —b? +|a+ b\2).
Correction Soit (a,b) € C2.

% (la—b2+la+b2) = > ((@=b)@a=b+(@+b)a+b) = ((a—b)@—b+(a+b)a+b)

2
_ _ _ I
(0@ —ab—ba +Bb + aa + ab+ba + Bb) = o (2lal® + 21b) = |af* + |6

N =N =

Exercice 12 Soit n € N. Soit 8 € R. Soit x € R.

1. Montrer que
V(a,b) € R%, 2cosasinb = sin(a + b) + sin(b — a)

Correction Soient a et b deux réels.
sin(a—b)+2cosasinb = sinacosb—sinbcosa+2cosasinb = sinacosb+sinbcosa = sin(a+b)

2. Simplifier
n
Sy = Z el
k=0

(on distinguera plusieurs cas selon les valeurs de 0)

Correction Si e =1, on a .

Sinon, d’apres la formule de somme géométrique, | S,, = Z
k=0

' 1 — ei(n+1)0
elke _

1 —eif

3. Déterminer la partie réelle de S,,.
Correction On factorise par I'angle moitié au numérateur et au dénominateur.

1 — oi(nt1)8 ei(n+1)6/2 (efi(n+l)9/2 _ ei(n+1)0/2>

1 _ eif eil/2 (e=10/2 — ¢10/2)

—2isin <(n T 1)9>>
2

—2isin <92)>

()
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Chapitre 07 : Nombres complexes 7

Donc,

vy~ me| e ((n—;l)9>

Ca (M)
ORR
sin M

- Sin(§)> os('7)

On applique ensuite la question préliminaire avec a = 5> et b=

Ro(S,) = sin ((n + ;) 9)0 + sin (2)
2sin <2>

1)6
M et on obtient

. 1
; sin (<n+ 2) 9)
D’ou, |Re(S,) = 5 + 7 )
2sin <2)

4. En déduire la valeur de Z cos(k@).
k=0

Correction Z cos(kf) = Re (S,,) donc si €’ =1, on a Z cos(kf) =n+1|
k=0 k=0

. 1
n | sin <(n + 2) 9)
Sinon, cos(kf) = = + .
é (k0) = 5

0
2sin | =
sin ()
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