Chapitre 08 : Applications 1

Exercice 1 Déterminer graphiquement les ensembles suivants.

(5 et s

2. cos ([2,52}) 5. exp(R*).

3.t (] 7r7rD 6. f([-5,1]) pour f: z — a2
. tan —5}5 .

Correction

T V3 V2
374 27 2

1. La fonction sinus est croissante sur [—g, Z] donc sin ([—ﬂ }) = [—

2. Le graphe de la fonction cosinus est le suivant

i B
R S

T 5T 1
déduit —— ) =|-1=|.
On en dédui quecos({37 4]) [ ,2]

3. Le graphe de la fonction tangente est le suivant

. . ™ T . .
La fonction tangente est croissante sur ]—2, — {, lim tan(z) = —oo et lim tan(z) = +oo.

_r+ ™=
T——5 T4

On en déduit que tan q —g, g D =R.
4. In([1, e[U[2e, +o0[) = [0, 1[U[In(2e), +oo.
5. exp(R*) =|0, 1{U]1, +o0].

6. f([=5,1]) = ([0, 25]).

Exercice 2

1. Pour chacune des fonctions f suivantes, donner leur
ensemble de définition Dy et leur image f(Dy).
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Chapitre 08 : Applications 2

(a) f(z) =22 —4x+ 3.
(b) f(x)=v2x+3-1
(c) f(x) = |sin(z)]

2. Etudier le caractere bijectif de ces fonctions et la bijection réciproque lorsqu’elle existe.

Correction

1. (a) f est définie sur R comme polynome de degré 2. Elle est dérivable sur R et Vo € R, f'(z) =
2z — 4. On en déduit le tableau de variation suivant.

T —00 2 +00

+oo +00

f(x) T~

—1

On en déduit que f(R) = [—1,4o0].
3 3
(b) La fonction f est définie sur Dy = [—2,+oo { Elle est dérivable sur }—2,4—00{ comme

composée puis somme de fonctions dérivables et

3 2 1
Vere|—=,+ {, "(x) = = _
v } 5 oo (@) 2V2r 13 V2r+3
On en déduit que f est strictement croissante sur Dy. Donc, f(Dy) = [—1,4+o0].
(¢) La fonction f est définie sur R.

sin(R) = [—1, 1]. Par composée avec la bon valeur absolue, f(R) = [0, 1].

2. On peut étudier la bijectivité des deux premiéres fonctions a I’aide du théoréme de la bijection.
(a) La fonction f est continue et strictement décroissante sur | — oo, 2] donc, par le théoréme
de la bijection, elle est bijective de | — 00, 2] dans [—1, +o0].
De méme, elle est bijective de [2, +o00[ dans [—1, +o0].
Soit y € [—1,400].

fley=y & 2 —4dr+3=y
& 22 —4x+3-y=0

A =4(1+y) > 0 donc ce polynéme admet deux racines réelles
4—-21+ 4421+
a:l:%:2—\/1—1—3/%332:%:2—&—\/1—1—3;

On remarque que 1 €] — 00,2] et xg € [2, +00[.
On en déduit les deux bijections réciproques

f_l‘ [—1,+00] — ]—00,2] ot f_l' [—1,4+00[ — [2,400]
9 Y = 2-yI+y L = 2+4/T+y

(b) La fonction f est continue et strictement croissante sur Dy donc, par le théoreme de la
bijection, elle est bijective de Dy dans [—1, +oo].
Soit y € [—1, 400].

1)2-3 _ -3
\/2J:+3—1:y<:>x:(y+2)22

La solution appartient bien a Dy.

3
[—1,+OO[ — —§,+OO
(y+1)2-3
2

On en déduit la bijection réciproque f=!:
Y
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Chapitre 08 : Applications 3

(¢) f(0) = f(m) donc 0 admet au moins deux antécédents par la fonction f.
Donc, f n’est pas bijective de R dans [0, 1].

Exercice 3 On considére 'application h définie par

2z + 1
T+ 2

h:xw—

1. Déterminer son ensemble de définition Dy,.
2. Déterminer h(Dy,).

3. Montrer que h est une bijection de Dy, sur h(D},) et donner sa bijection réciproque.

Correction
1. Dy, =R\ {-2}.

2. On va étudier les variations de h.
La fonction h est dérivable sur Dy comme quotient de fonctions dérivables avec un dénominateur
qui ne s’annule pas.

2z +2)—(2x+1) 3
Vo € Dy, B (z) = - >0
= € Dn, K@) (z +2)? (z +2)?

Donc, h est strictement croissante sur | — oo, —2[ et sur | — 2, +o0].

lim h(x) = —occet lim h(z)=4oc0.
z——2F T——2"

lim A(z)=2et lim h(z) =2
T—>—00 xr——+00
On en déduit que h(Dy,) =] — 00, 2[U]2, +00].

3. Soit y € R\ {2}. Soit zinR\ {—2}.

2z +1
g Y & 2r+ y(x +2)
s 22—y =2y—1
29 — 1
=
2—y
2y — y—1
De plus, > =-2&2y—1=-4+42y < 1=4. Donc, #* =2
- -y
-1
Donc, € Dy,
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Chapitre 08 : Applications 4

L’équation admet une unique solution dans Dj, donc h est une bijection de R\ {—2} dans R\ {2}.
La bijection réciproque est donnée par la résolution de I’équation précédente.

. { R\ {2} > R\ {2}
h™": 29 — 1

Yy —
2—y

Exercice 4 On considere I'application g définie par
g:x—/lr—1+4

1. Déterminer son ensemble de définition D, et g(Dy).
2. L’application g est-elle injective sur Dy 7

3. Déterminer un intervalle sur lequel est l’est.

Correction
1. Yz € R, |z — 1| > 0 donc D, = R.

2. Pour dériver g, on va donner son expression sans la valeur absolue.

| VI—z+4siz <1
Vr € R, g(m)—{ Vi—1+4siz>1

La fonction g est dérivable sur R\ {1} comme composée de fonctions dérivables.
b

Vz e R\ {1}, ¢'(z) = 2\/11_733

2y — 1

On en déduit que la fonction g est strictement décroissante sur | — oo, 1[ et strictement croissante
sur |1, +ool.

siz <1

siz>1

On étudie maintenant les limites aux bord pour en déduire g(D,).
lim g(z)=+occet lim g(x)=4oc.
T——00 T—+00

g(0) =4 donc g(Dy) = [4, +o0].

Le graphe de la fonction ¢ est le suivant

3. g(0) = g(2) = 4 donc 0 admet deux antécédents par g.
On en déduit que g n’est pas injective sur R.

4. g est strictement monotone sur | — oo, 1[ et sur |1, +oo[ donc g est injective sur | — oo, 1[ et sur
]1, 4o00].

Exercice 5

1. Pour chacune des fonctions f suivantes, donner leur
ensemble de définition Dy et leur image f(Dy).

(a) f(n) =2n+1.
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Chapitre 08 : Applications

(b) f(z) ==
(c) £(6) =

2. Etudier le caractere bijectif de ces fonctions.

Correction

1. Df =N et f(Df) = 2N+ 1.
Soit y € 2N+1.

-1
2a:+1:y<:):c:y7

donc I'équation admet une unique solution donc f est bijective de N dans 2N + 1.

2. Dy =Cet f(D,)=C.
Soit y € C.

fe)=yez=ye2=7

L’équation admet une unique solution donc f est bijective de C dans C.
3. Dy =Ret f(Df) ={z € Ctel que |z| =1} =C(0,1) =TU.
(a) Injectivité ? Soit (0,0") € R? tel que f(6) = f(6).
donc, € = e donc Ik €Z, 0 =0 + 2k
Donc f n’est pas injective de R dans U.
(b) Surjectivité ? Soit y = e!? € U.

=y 3IJkeZ, 6=0¢+2%kn

L’équation admet plusieurs solutions donc f est surjective de R dans U.
(c) Elle n’est pas bijective de R dans U.

Exercice 6

1. Soitf:{

(a) Soit (a,b,c) € C3. Déterminer les antécédents par f de (a,b,c).
(b) f est-elle bijective de C* dans C3.
. R? — R?
2. Soit f: { (@9, 2) = (2,42, 22)
Déterminer deux ensembles E et F' tels que
(a) f soit surjectif de E dans F,
(b) f soit injectif de E dans F,
(c) f soit bijectif de E' dans F.

Cc? >3
(,y,2) = (x,x+y,x+y+2)

Correction
1. (a) Soit (a,b,c) € C3. Soit (z,y,2) € C3.

a=x
f(z,y,2) = (a,b,c) & b=xz+y
c=xrx+y+z
r=a
& y=b—a
z=c—a—0»
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Chapitre 08 : Applications 6

(b) Chaque point de C® a un unique antécédent donc f est bijective de C* dans C3.
2. Soit (a,b,c) € R3. Soit (x,y, z) € R3.

=a

x
f(z,y,2) = (a,b,c) & y> =0
22 =c

(a) Si b et c sont négatifs, le systéme n’a pas de solution donc f est surjective de R3 dans
R xRy x Ry.

(b) Si b et c sont positifs, le systéme a plusieurs solutions donc f est injective de R? dans
RxR_xR_.

(c) Soit (a,b,c) € R x Ry x R,. Soit (z,y,2) € R3.

r=a
z=4/couz=—/c
Pour n’avoir qu’une solution, on va restreindre I’ensemble de départ.

La fonction f est bijective de R x Ry x Ry dans R x Ry x Ry oude R x R_ x R_ dans
RxRy xRyoude RxR;y xR_dans RxR; xRy oude RxR_ xR, dans R xRy xR,.

R—T
Exercice 7 On note U = {z € C tel que |z| = 1}. Soit f: o 1+ix
x
1—iz

1. Montrer que f est bien définie sur R et a valeurs dans U.

2. Cette application est-elle injective de R dans U ? surjective de R dans U?

Correction
1. Vz € R, 1 —iz # 0 donc Dy = R.
1+1i 1+i
Soit z € R. ‘ + lx = L+ m| = 1 donc f est bien a valeurs dans U.
1—iz |1 —ix|

2. Soit (z,y) € R? tel que f(z) = f(y).

I+ir  1+iy
1—iz  1-—iy

(1+iz)(1 —iy) = (1 —ix)(1 +iy)

l4zy+i(z—y)=1+zy+i(-z+y)
r—y=-cr+ty

Tt o0

& =y

donc la fonction f est injective de R dans U.
Soit z € U. Soit z € R.

14i
+}$ =z & l4ir=2z2(1-iz)
1—iz
& iz(l4+z2)=2—-1
Dong, z = —1 n’a pas d’antécédent par f. Donc, f n’est pas surjective de R dans U.
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Exercice 8 [*] Soient E, F et G trois ensembles.
Soit f € F(E,F) et soit g € F(F,G).
1. Montrer que si g o f est injective de F dans G alors f est injective de E dans F.

2. Montrer que si g o f est surjective de F dans G alors g est surjective de F' dans G.

Correction Soit f € F(E, F) et soit g € F(F,G).

1. Supposons la fonction g o f injective de E dans G.
Soit (z,y) € E? tel que f(z) = f(y).
Donc, glf()] = gLf(y)]
Donc, x =y (car g o f est injective)
La fonction f est donc injective dans E dans F'.
2. Supposons la fonction g o f surjective de F¥ dans G. On veut montrer que g est surjective de I
dans G.
Soit y € G.
Puisque g o f est surjective de E dans G, 3x € F tel que (go f)(z) =y
que l'on peut réecrire g[f(x)] = y. Or, f(z) € F.
On notant z = f(z), on a bien : 3z € F' tel que g(z) = y.
La fonction g est surjective de £ dans F.

Exercice 9 [*] Soient E et F' deux ensembles. Soit f : E — F.
Soit (A, B) € P(E)?. Montrer que

f(AUB) = f(A)U f(B)

Correction Soit (A4, B) € P(E)?. On va montrer I’égalité des ensembles par double inclusion.

C: Soit y € f(AUB).
Donc, 3x € AU B tel que y = f(x).
Donc, (Fz € A tel que y = f(z)) ou (I x € B tel que y = f(x)).
Donc, y € f(A) ouy € f(B).
Donc, y € f(A)U f(B).
On en déduit que f(AUB) C f(A)U f(B).
D: AC AUB donc f(A) C f(AUB).
De méme, f(B) C f(AU B).
On en déduit que f(A)U f(B) C f(AUB).

On a montré par double inclusion que f(A)U f(B) = f(AU B).
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