Chapitre 09 : Suites réelles, partie 1
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Définition 1.

On appelle suite réelle toute fonction u de N dans R.
On note une suite sous la forme (uy,)nen ou seulement w.

Notations.
1. Pour n € N, u,, est le terme de rang n de la suite.
2. (un)nen correspond & la suite

3. u(N) = {un, n € N} est 'ensemble des valeurs prises par la suite .

Exemple 2. Il existe plusieurs types de suites. En particulier,
e Suite définie explicitement : ¥n € N, u,, = n? + 4.
3w, — 5
wp, + 1
e Suite définie implicitement : pour n € N, u,, est 'unique racine positive de P = 22 + nx + 4.

e Suite définie par récurrence : wg =1 et Vn > 0, wy41 =

1 Suites usuelles

1.1 Suites arithmétiques

~— Définition 3. .

Soit u = (un)nen une suite réelle. Soit r € R.
On dit que la suite u est arithmétique de raison r lorsque : Vn € N, upy1 = up + 7.

\. J

~ Théoréme 4. N

Soit u = (un)nen une suite arithmétique de raison r.

1. Vn € N, u,, = ug + nr.

2. e Sir>0alors lim wu, = -+o0.
n—-+oo

e Sir =0 alors la suite est constante.
e Sir<0alors lim wu, = —o.
—+o0

n

3. V(n,p) € N2, u,, = u, + (n—p)r.

\ J

~— Théoréme 5. N

Soit u = (un )nen une suite arithmétique de raison r. Soit (m,n) € N2 tel que m < n.

n

kz::nuk: Z(uo—l—kr):(n—m—l—l)x—(um;un)

k=m

(nombre de termes) x (moyenne des termes extrémes)
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1.2 Suites géométriques

—| Définition 6. N

Soit u = (un)nen une suite réelle. Soit ¢ € R.
On dit que la suite u est géométrique de raison q lorsque : Vn € N, up 41 = quy,.

\. J

~— Théoréme 7. N

Soit u = (un)nen une suite géométrique de raison q.

1. Vn € N, u,, = ug X q¢".
2. e Silg|<1alors lim w, =0.
n—-+4oo

e Si g =1 alors la suite est constante.
e Sigl >1alors lim w, = 4oc.
n—-+oo

3. Siq#0,V(n,p) € N2 u, =u, x ¢"P.

\ J

~— Théoréme 8. N

Soit u = (tn )nen une suite géométrique de raison g. Soit (n, p) € N2 tel que p < n.

n n (n—p—l—l)xuosiq:l

k n—p+1
E = E q° = 1— p
e to-q up—lq siq#1
—q

1.3 Suites arithmético-géométriques

~— Définition 9. N

Soit u = (un)nen une suite réelle.
On dit que u = (un)nen est une suite arithmético-géométrique lorsque

3(a,b) €R?, Yn €N, w1 = au, +b

Exemple 10. La suite uw définie par ug =1 et Vn € N, u,41 = 2u, + 3 est une suite arithmético-géométrique.

,—[Methode 1 (Etude d’une suite arithmético-géométrique définie par Vn € N, u,41 = au, + b)]—

1. Chercher la solution ¢ de ’équation z = ax + b.

2. Montrer que la suite définie par Vn € N, v,, = u,, — £ est géométrique.
3. En déduire le terme général de la suite v : v, en fonction de n et de vyg.
4

. En déduire le terme général de la suite u : u, en fonction de n, de £ et de uyg.

Exemple 11. Soit la suite (uy,)nen définie par ug =1 = et ¥n € N, 3up4q + 2u, +5 = 0.
Déterminer le terme général de cette suite.
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1.4 Suites récurrentes linéaires homogenes d’ordre 2

~ Définition 12. .

Soit u = (un)nen une suite réelle.
On dit que u = (uyn)nen est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 lorsque

I (a,b) €R? Vn €N, Upyo = Qg1 + buy,

On appelle équation caractéristique 1’équation 22 = ax + b.

J

Exemple 13. La suite de Fibonacci est la suite définie par : ug =0, u1 =1, et Vn € N, up10 = Upy1 + Up.-

~— Théoréme 14. \

Soit u = (u,)nen une suite récurrente linéaire d’ordre 2.
Notons A le discriminant de son équation caractéristique 2% = ax + b.

1. Si A > 0 alors ’équation caractéristique admet deux racines réelles r1 et 79 et
3(A,B)€R? VneN, u, = Ar} + Brj
2. Si A = 0 alors I’équation caractéristique admet une racine double r( et

3(A,B) €R?, Vn€EN, u, = (An + B)ry

3. Si A < 0 alors I'équation caractéristique admet deux racines complexes conjugués r; = rel? et
ro = re ¥ et

3(A,B) €R%, Vn €N, u, =" [Acos(nf) + Bsin(nb)]

Remarque 15. Les constantes A et B sont a déterminer a partir de ug et de u;.

Exemple 16. Déterminer ’expression générale de la suite de Fibonacci.

Exemple 17. Déterminer 'expression générale de la suite u définie par

up=1,u1 =2etVn € N, upio — 2up41 + 2u, = 0.

2 Suites bornées et suites monotones

2.1 Suites bornées
~| Définition 18. \

Soit u = (un)nen une suite réelle.

e On dit que la suite u est minorée lorsque : 3m € R, Vn € N, m < u,,.

e On dit que la suite u est majorée lorsque : 3M € R, Vn € N, u,, < M.

e On dit que la suite u est bornée lorsqu’elle est minorée et majorée :
J(m,M)eR? YneN, m<u, <M.

Exemple 19. La suite ((—1)"),en est une suite bornée. La suite (n? — 4),,cy est une suite minorée.
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Théoréme 20.

Soit u = (uy )nen une suite réelle.

La suite u est bornée si, et seulement si, la suite |u| est majorée.

cos(n
Exemple 21. Montrer que la suite définie par Vn € N, u,, = %

Théoréme 22.

est bornée.

La somme ou le produit de deux suites bornées est encore une suite bornée.

Exemple 23. Montrer que la suite définie par Vn € N, u,, = cos(n) — sin(5n) est bornée.

2.2 Suites monotones

— Définition 24.

Soit u = (un)nen une suite réelle.

\.

e On dit que la suite u est croissante lorsque : Vn € N, u,, < 1.
e On dit que la suite u est décroissante lorsque : Vn € N, up 1 < uyp,.

e On dit que la suite u est constante lorsque : Vn € N, u,11 = uy,.

,—[Methode 2 (Etude de la monotonie d’une suite.).}

e On étudie, a n fixé, le signe de la quantité u, 41 — uy.

e Si la suite est non nulle, on compare, a n fixé, le quotient

Soit u = (un)nen une suite réelle. Pour étudier la monotonie de u,

Un,

Un+1

al.

Exemple 25. Etudier la monotonie de la suite définie par ug =1 et Vn € N; u,41 =14 uz.

1
Exemple 26. Déterminer la monotonie de la suite définie par Vn € N, u,, = r i 5"
—— n
3 Limite d’une suite
3.1 Opérations sur les limites
~{ Théoréme 27. N
Soient u = (un)nen €t v = (v )nen deux suites réelles.
Ce tableau donne la valeur de lim (u, + vy,).
n——+o0o
lim wv,
) n—+o00 — 0 e/ 400
lim wu,
n—oo
—00 —00 —o00 | Forme Ind.
L —00 A +00
400 Forme Ind. | + 400
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Exemple 28. Déterminer la limite de la suite définie par Vn € N, u,, =n — n”.

Exemple 29. Déterminer la limite de la suite définie par Vn € N, u,, = €™ — n~.

~ Théoréme 30.

Soient u = (un)nen €t v = (vy)nen deux suites réelles.
Ce tableau donne la valeur de lim (u, X vy).
n—-+oo

2

2

lim v,
. noee —00 <0 0 >0 +00
lim wu,
n—+4o00
—00 +00 +o00 | Forme Ind. —00 —00
£ <0 +00 £x 0 £x —00
0 Forme Ind. 0 0 0 Forme Ind.
£>0 —00 I Y4 0 Lx +o00
+00 —00 —oo | Forme Ind. +00 +00
Théoréme 31.
Soient u = (un)nen €t v = (v )nen deux suites réelles.
Ce tableau donne la valeur de lim —
n—+00 Up
lim v,
. nrteo —oc0 | £/<0| 0° | 0F | £ >0 400
lim wu,
n—4oo
—00 F.I. +00 +o00 | —o0 - | F.I.
J4 4 _
£ <0 0t 7 400 | —00 7 0
0~ ot ot F.I. | F.I. 0~ 0~
ot ot 0~ F.I. | F.I. 0t ot
_ £ 7
>0 0 ﬁ —00 —+00 ﬁ 0+
+00 F.I. —00 —0 | +oo +o0o | F.I.
23 -5 1
Exemple 32. Déterminer la nature de la suite définie par Vn € N, u,, = w
—_— n3 +6n2 + 8

Exemple 33. Déterminer la nature de la suite définie par Vn € N, u,, = vn+4 —v/n+ 1.

3.2 Croissances comparées

~— Théoréme 34.

Soit @ € R, a > 1. Soit b € R*.

n ?’Lb
lim — =0 lim — =0
ni——+oo n! n—+oo "
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3.3 Limites et inégalités

~ Théoréme 35. 2

Soit u = (Un)nen €t v = (v )nen deux suites réelles convergentes.

1. Si Ing € N, Vn > ng, u,, > 0 alors lim wu, > 0.
n—+4oo
2. Sidng € N, Vn > ng, u, > v, alors lim wu, > lim wv,.

n—-+oo n——+oo

3. Si lim wu, >0alors dng € N, Vn > ng, u, > 0.

n—-+oo

\ J

~ Théoréme 36. 2

Soient u = (un)nen et v = (vn)nen deux suites réelles telles que : Ing € N, Vn > ng, u, > vy,.

1. Si v diverge vers +oo alors u diverge vers +o0.

2. Si u diverge vers —oo alors v diverge vers —oo.

\

,—(Théoréme 37 (Théoréme d’encadrement).} |

Soient u = (un)nen, v = (Un)nen €t w = (wy,)nen trois suites réelles telles que :
dng € N, Vn > ng, u, > v, > w,.

Si les suites u et w convergent vers la méme limite finie ¢ alors la suite v converge vers £.

Exemple 38. Déterminer la nature de la suite définie par Vn € N, u,, = ——

3.4 Conditions suffisantes de convergence.

,—[Théoréme 39 (Théoréme de la limite monotone, admis.).} N

Soit u = (uyn)nen une suite réelle.
1. Si u est croissante et majorée alors elle converge.
2. Si w est croissante et non majorée alors elle diverge vers +o0.
3. Si u est décroissante et minorée alors elle converge.

4. Si u est décroissante et non minorée alors elle diverge vers —oo.

Remarque 40. Ce théoreme ne donne pas la valeur de la limite, il garantit qu’elle existe.

4 Suites récurrentes de la forme v, = f(u,)

4.1 Définition de la suite
~{ Définition 41. \

Soit f: Dy — R une fonction continue sur Dy.

UOEDf

On appelle suite récurrente toute suite v définie par .
pp I — p { Vn €N, upt1 = f(un)
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UO:2

Exemple 42. La suite u définie par 1 est-elle bien définie ?
_ VneN, upy = 1
Uy, —

[Methode 3 (Montrer qu’une suite définie par récurrence est bien déﬁnie).j

Pour montrer qu'une telle suite est bien définie :
e Si f est définie sur R, la suite est bien définie.

e Si f est définie sur D # R, on montre par récurrence que la suite u est a valeurs dans D.

Yn €N, P(n):"u, € D”

4.2 Représentation d’une telle suite

2
Exemple 43. Soit (u,)nen la suite définie par ug =1 et Vn € N, wpqy =1+ —.
— u
Représenter les premiers termes de la suite. "

A

WV

4.3 Etude de la monotonie

[Methode 4 (Etude de la monotonie d’une suite définie par récurrence).}

On suppose que la fonction f est croissante sur D.

e Si ug < wy alors on montre par récurrence que u est croissante.
Vn € Na P(’/L) : ”’U," S un+177
e Si u; < ugp alors on montre par récurrence que u est décroissante.

VneN, P(n): "ty > tpt1”

Remarque 44. Si, de plus la suite est bornée, on peut appliquer le théoreme de la limite monotone.
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4.4 Lorsqu’elle existe, valeur de la limite

[Théoréme 45 (Théoréme du point fixe, admis.).]

Soit (un)nen une suite réelle et soit f une fonction définie sur un intervalle I.
Vin € Na Un+1 = f(un)

Si < (uy) converge vers £ € I alors ¢ vérifie : £ = f(¢)
f est continue sur I,

Remarque 46. Les solutions de ’équation x = f(z) sont les seules limites possibles de la suite w.

Exemple 47. Soit u la suite définie par { 32; QN, Ut = In(un +1)
Etudier la monotonie sur R de la fonction x + In(x + 1).
Montrer que pour tout entier n, u,, existe et u, > 0.

En déduire la monotonie de la suite .

Montrer que la suite est convergente.

DA o

En étudiant z — ln(z + 1) — z, déterminer la valeur de sa limite.
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