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Exercice 1 - Deux écritures d’un complexe.

1—1i 1—-1i 1 —1
1. = = — — I = — |
z a00-9 5 donc | Re(z) 5 et | Im(z) 5
|Z|7‘1|717 11 V2
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1-i V2,1 1 V2 V2 V20 V2 V2 i
:7:77—'7 :77—.7 = — - isi - = — 4
z 5 2(\/5 1\/5) 2(2 12) 2(005(4)+151n(4))d0ncz 5 © )
2. D={0€R, e’# -1} ={0 €R, 0+ r[2n]} donc | D = R\ {m + 2k, k € Z}
3. Soit 6 € D.
B 1 1+e ¥ _ 14e 14 cos(d)—isin(6)
T Tye (1+e?)(1+e ) [1+e2 |1+ cos(f)+isin(6)|2
B 1 +cos(f) —isin(d) 1+ cos() — isin(h) 1 +cos(#) —isin(0)
~ (L+cos(0)2+ (sin(0))2 (14 2cos(f) + cos2(0) +sin?(0) 2 + 2cos(6)
1+ cos(6) 1 — sin(6)
= TPV et I e S
Re(z) 2+2cos(f) 2 et | Im(zo) 2+ 2cos(6)
4. (a)
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On a donc ’z%| = 2cos (1”—0) et 10 est un argument de zz |

(b) Par passage & I'inverse, on en déduit I'écriture exponentielle de z=.
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Exercice 2 - Etude de fonction.

e ?4+e (77 e T4l
2 N 2

1. (a) ch est définie sur R, et Vo € R, ch(—z) = = ch(x).

Donc la fonction ch est paire |.

(b) La fonction ch est paire, donc la courbe C est invariante par symétrie orthogonale par rapport a laxe des
ordonnées. Il suffit d’étudier la fonction sur R et de tracer la courbe sur R, puis d’effectuer une symétrie
par rapport & ’axe des ordonnées pour obtenir toute la courbe.

1 1
2. (a) ch est la somme de fonctions dérivables sur R (z — iez et x — 56*“’).

x —T
Donc ch est dérivable sur R, et Vz € R, ch’(z) = ¢ _26
(b)
VeeRy, ch'(z) >0 <= e*—e >0
= e T<e
<= —x < x car exp est strictement croissante sur R
— 2x>0
= z>0
ch’(z) =0 <= 2=0
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3.
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(d)

()

(a)

(b)

(d)

D’apres la question précédente, ch est strictement croissante sur R (puisque sa dérivée est positive et ne
s’annule qu’en un nombre fini de points).
De plus, 1113_1 ch(z) = 400 par somme des limites, et ch(0) = 1.

Tr—r+00

On en déduit le tableau de variation de ch :

T 0 400
ch’(z) [0 +
+o0o
ch a
1
In(10) —In(10) 10+ 0.1
ch(In(10)) = +26 B +2 =50
In(20) —1n(20) 20+1/20
(i) = 5 = 22— 10,05

On en déduit I'allure de la courbe représentative de ch :

On déduit de I’étude précédente :
ch(R) = [1, +o0[, ch(R4) = [1,4o0[, ch(R%) =1, +o0], ch([—1n(10),1n(20)]) = [1;10,025] |.

Puisque ch est paire, en particulier ch(—1) = ch(1).
Ainsi, 1 et —1 € R (ensemble de départ), 1 # —1 et ch(1) = ch(-1).

Donc ch n’est pas injective |.

De plus, nous avons vu dans I’étude précédente que ch(R) = [1, +00[C R. | Donc ch n’est pas surjective |.

Donc y? —1>0 |

y =1 donc y? > 1 (on a appliqué la fonction ¢ +— 2, croissante sur R ).

De plus, y* > y*>—1 > 0. On applique la fonction ,/, strictement croissante sur R, d’ot |y| > 1/y% — 1 > 0.
Or y > 0 donc |y| = y.

Ainsi, y > /y?2 — 1, dotu | y —/y2—1>0 |
On développe (identité remarquable) : (y++/42 — D)y — 32— 1) =9y - (V2 - 1)2 =92 - (y* - 1) = 1.
Donc (y+ /42 =Dy -2 -1)=1|

Deplus, /y2—1>20ety>1,donc| y++y2—1>1 |

On a déja montré que 0 <y — /y? — 1.
De plus, a la question précédente, on a montré que (y + /42 — 1)(y — /y2 — 1) =1, donc y — /y2 — 1 =

1 1

————— . Ory++y2—12>1. On en déduit que ————= < 1. Ainsi,| 0<y—+/y2—-1<1|
y+Vyr—1 y+Vyr -1

"f(./L.) — yO”-

Soit gy € [1, +oo[ fixé quelconque. Etudions ’équation suivante, d’inconnue z € R, :

e £ e
f(x) =1yo ——— =%

e?® +1 = 2ype” (on a multiplié par 2e® # 0)
(€)% — 2ype® +1=0
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On pose X = e*. On obtient :

f@)=yo <= X?-2yoX+1=0(F)

(E’) est une équation du second degré en X, de discriminant A = 4y2 — 4 = 4(y3 — 1). Or yo € [1, +o0|
donc d’aprés les questions précédentes, y2 — 1 > 0. Ainsi, A > 0. Donc 1’équation (E’) a pour racines

2y0 — /4y — 1) o 2ot VAys — 1)
2 2

. On peut simplifier ces fractions. On en déduit :

f@)=yo <= X=yo—vVy@g-louX=yo+1i—1

= =y \JyY¥—loue"=yo+/y2 -1

— —
>0 >0
<~ z=In(yo—\/ys —1) ouz=1In(yo+/y2 — 1)

<0 >0

< z=In(yo — /¥3 — 1) qui appartient & Ry car yo — /ys — 1 > 1

L’équation admet une unique solution. Donc yy admet un unique antécédent par f, qui est In(yo+/y3 — 1).
Ceci est vrai pour yy appartenant a [1, +00[ quelconque, donc c’est vrai pour tout yo appartenant a [1, +ool.

7' [L,4o00o[ — R

Yy = In(y++y2—1)

Donc f est bijective, et son application réciproque est

Exercice 3 - Coefficients bindmiaux et polyndmes.

1. Informatique.

(a) Pour tout entier naturel n, mystere(n) renvoie n!. En particulier| mystere (5) renvoie 5! |.

(b):

1| def produit(n,x):

2 p =1
3 for k in range(l,n+1):

4 p=p=x* (1+x/ k)
5 return p

2. Valeurs particuliéres.

(a) | P,(0) =1 |car tous les facteurs valent 1 dans le produit.

. . I1(k+1)
P.(1) =[] <1+;> . (k‘]gl) _ k=l DY Done| Po(1) = nt 1

k=1 k=1 ﬁ k n!
k=1
n -1 n k—1 .
P,(-1)=1] (1+ =)= II )= 0 car le premier facteur est nul. Donc | P,(—1) =0
k=1 k=1

(b) Pour tout x € R.

k=
Jke[l,n] telquez+ k=0

=

—= ]I <x+k>:0
1\ k

=

<~ z€[-n,—1]

Donc ’ensemble des racines de P, est [—n, —1] | (P, admet n racines deux a deux distinctes).

(¢) Soit p € N fixé quelconque.

n

kgl(k+p):(p+1)(p+2)'”(p+n): 1X2X“.1Xxp2x><(.p..+><1;m(p+n).Donc [Tk +p) = (ntp)t|




n

[T(k+p)

n e i !
Or on remarque que P,(p) = [] ;{:p = =1 — . Le dénominateur vaut n!. D’ou P,(p) = (n J'rl')) .
k=1 H k pin:
k=1
Ainsi, | P,(p) = <” +p) .
p
3. (a) Soit n € N* fixé quelconque.
(2n)! = [T (2k) T] (2k — 1) (on dissocie le produit des nombres pairs et celui des impairs).
k=1 k=1
n n n
Donc 2n)! =2" [Tk [[ (2k—1)= =2"nl J[] (2k—-1) |
k=1 k=1 k=1
n ! 2n)!
(b) Soit n € N* fixé quelconque. D’aprés la question 2¢ (en posant n =p), [[ (n+ k) = (n +|n) = ( 72) .
k=1 n: n:
n
. 2n! ] (2k — 1) .
Donc, [[(n+k) = k:1—| =2" T[] (2k = 1).
k=1 n k=1
Ainsi, [ Vn e N*, [[(n+k)=2"[](2k—-1) |
k=1 k=1
4. Soit n un entier naturel fixé.
Pour tout N € N, on définit la propriété de récurrence :
N
b2 n + N + 1 b2
On "> Pulk) ( N )
k=0
oOInitialisation :
> P(k)=P,(0)=1¢et (”+8+1) =1 donc Q est vraie.
k=0
e Hérédité : Soit N € N fixé quelconque tel que Qpn soit vraie.
Alors
N+1 N
> Pa(k) = [ X Pu(k) ) + Pu(N +1)
k=0 k=0
- ("4‘%"’1) + ("E]Erl) d’aprés Q,, et 2c
— (”Xﬁf) d’apres 77, car OS N< (n+ N +1) -1

Donc Qn 41 est vraie.
e Conclusion :

N
Ainsi, d’aprés le principe de récurrence, | pour tout N € N, kzo P,.(k) = (""'xﬂ) .

Exercice 4 - Sommes de complexes de module 1.

7
s2m s2m .
1. On peut noter z = e'7 donc 27 = (e‘ 7 ) =e?" donc| 2" =1 |

6
2. (a) S+T:2+22+24+23+25+26:22k

k=1
1—25 — 2 -1
Or,z#1donc S+ T =22 =272 _ 27" Gonc| S+T=-1|
1—=2 1—=2 1—=2

(b) ST = (2+22+24) (23 +25+425) = 24425427+ 20 42T+ 29427+ 284210 = 244 25 4+ 1420+ 14224 142+ 23 =
3+S+T.

(¢) Les complexes S et T sont les racines de I’équation (z —S)(z —T) = 0.

Or, (2= 8)(z—T)=22—(S+T)z+ ST donc | S et T sont les solutions de 22 + 2 +2 =10 |.
11 s’agit d’'une équation de degré 2 pour laquelle A =1—-8 = -7 < 0.

—-1-iV7 - 1+iVT

Donc I’équation a deux racines complexes zy = ——— et 29 5

On ne sait pas quelle est celle qui est S ou celle qui est T'.
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3. (a) Im(S) =Im(z + 22 + 2*) donc

. (27 . (4rm . (8w
Im(S) = sin <7) + sin (7> + sin <7> .

(b) sin (87”) — —sin (87” - 71') = —sin (g) Donc | Im(S) = sin (27”) +sin (

4
(¢) On a sin (;) > 0.

. . . m . (T .
De plus, par croissance de la fonction sinus sur [O, 5}, on a sin (;) < sin (

Donc sin (277T> — sin (g) =>0.

2 4
Par somme, sin <7T) + sin (:) —sin (E) > 0 donc| Im(S) >0

7

4

7

4. On peut alors identifier S et T avec les deux solutions z; et z».

S

—1+iV7
=5

T

e VA
B 2

2T
- -




