Chapitre 09 : Suites réelles, partie 1. 1

Exercice 1 Déterminer le terme général des suites suivantes
1. ug=3et Vn € N, upt1 = —uyp.
2. ug=0et Vn €N, upy1 = 2u, + 1.
3. upg=—-letVn e N, upt1 =1— up.
4

Lug=2etVn €N, upqp :u%.
On pourra faire une conjecture ou utiliser la suite v définie par ¥n € N, v, = In(uy,).

Correction
1. (up)nen est une suite géométrique de raison —1 et de premier terme uy = 3 donc Vn € N, u,, =
3x (=)™
2. On reconnait une suite arithmético-géométrique.

(a) Recherche du point fixe

SoitzeR., z=22+12=-1

(b) Recherche de la raison de la suite auxiliaire
On pose : Vn € N, w, = up, — (—1) = u, + 1.

YneN, wpt1 =upt1 +1=2u, +1+1=2(u,+1) =2w,

La suite (wy)n>0 est donc une suite géométrique de raison 2 et de premier terme w, =
ug+1=1.

vn €N, w, =2"

(c) Expression du terme général
De plus, Vn € N, w,, = w, — 1. Donc,

VneN, u, =2" -1

3. On reconnait une suite arithmético-géométrique.

(a) Recherche du point fixe

1
Soit x € R. le—x@mzi

(b) Recherche de la raison de la suite auxiliaire

1
On pose : ¥n € N, Wn = Up — o
vn €N, wn+1:Un+1_§:1_un_§:§_un=—wn
La suite (wy)n>0 est donc une suite géométrique de raison —1 et de premier terme w, =
1
ug — — = ——.
T2 2

(c) Expression du terme général

1
De plus, Vn € N, u,, = wy, + 3 Donc,

3 1
VneN, u, =—=x(-1)"+ =
neN, u 2><( ) 5
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Chapitre 09 : Suites réelles, partie 1. 2

4. On conjecture que Vn € N, u,, = 22".
I Pour n =0, up = 22’ = 2! = 2 donc P(0) est vraie.
H Soit n > 0 tel que P(n) soit vraie.
Ups1 = u2 = (227)2 = 22%2" = 22" done P(n + 1) est vraie.

Exercice 2 Déterminer le terme général des suites suivantes.
1. ug=1,u1 =0et Vn € N, upyo = dunt1 — 4uy,.
2. up=1,u; =2et Vn € N, upi2 + 2upy1 — 3u, = 0.
3. ug=1,u1 =0et Vn € N, upt2 = 2upy1 — 2Up.

Correction

1. L’équation caractéristique associée a cette suite est 2 = 42 —4 de discriminant A = 16 —16 = 0.

4
Cette équation admet donc une racine double z = 5= 2. On en déduit la forme du terme général

de la suite u
3(A,B) €R* Vn €N, u, = (A+nB) x 2"

Les deux premiers termes de la suite imposent les valeurs de A et de B.

u=A=1 - A=1
up=(A+B)x2=0 B=-1
L’unique suite définie dans ’énoncé a un terme général de la forme : Vn € N, w,, = (1 —n)2".

2. L’équation caractéristique associée a cette suite est 2% +22 —3 = 0 de discriminant A = 4412 =
—2+4

16 > 0. Cette équation admet deux racines x; = =1 et 9 = —3. On en déduit la forme

du terme général de la suite u
(A, B) eR*, VneN, u, = A+ B(-3)"

Les deux premiers termes de la suite imposent les valeurs de A et de B.

1
w=A+B=1 B=-7
< 5
up = A—-3B=2 A==
4
o NP e . 5—(=3)"
L’unique suite définie dans I’énoncé a un terme général de la forme : Vn € N, u,, = —
3. L’équation caractéristique associée a cette suite est 22 — 2z +2 = 0 de discriminant A =4 —8 =
2+ 2i
—4 < 0. Cette équation admet deux racines complexes conjuguées z; = ; =1+1iet
2 —2i ]
29 = =1-i
T2

On détermine ’écriture trigonométrique d’une des racines : 1 +1i = V2e't.
On en déduit la forme du terme général de la suite u

3(A,B) €R* Vn €N, u, = (V2)" [Acos (T) + Bsin (n47r>}

Les deux premiers termes de la suite imposent les valeurs de A et de B.
w=1 " At ™ ™
u; =0 ﬂ[Acos (4>+Bsin <4>} =0
o A=1
1+B=0
o A
B
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Chapitre 09 : Suites réelles, partie 1. 3

Finalement,

vn €N, u, = (V2)" [cos (T) — sin (T)]
Exercice 3 Soient (up)nen et (wn)nen deux suites réelles telles que
ug =1, wg=2et Vn € N, up41 = 3uy, + 2w, et wy41 = 3w, + 2uy,

. Calculer uy, wy, uo et wa.
. Montrer que la suite (u, — wy)nen est constante.

. Montrer que la suite (uy,)nen est arithmético-géométrique.

W N =

. En déduire le terme général de la suite (uy,)nen puis de (wp)pen-

Correction
1. uy = 3ug + 2wy = 7, v1 = 3wy + 2ug = 8, us = 3uy + 2wy = 37 et wy = 3wy + 2u; = 38.

2. On dit qu’une suite (¢, )nen est constante lorsque : Vn € N, t,,11 = t,,. La valeur de la constante
est ensuite donnée par la valeur du premier terme.

Yn € N, upt1 — wpt1 = 3uy, + 2w, — (3w, + 2uy) = Uy — wy,
La suite (u, — wy)nen est donc constante et vaut ug — wg = —1. En particulier,
Vn e Nyw, =u, +1

3. On doit montrer que la suite (u,)nen vérifie une relation de récurrence de la forme : Vn €
N, upy1 = aup + .

Vn € N, upt1 = 3uy + 2wy, = 3uy + 2(upy + 1) = 5uy + 2

La suite u est bien une suite arithmético-géométrique.

4. On va appliquer la méthode qui permet d’obtenir 'expression du terme général a partir de la
formule de récurrence.

(a) Recherche du point fixe

2
Soit z € R. xzfm:—f—2<:>g::74:7

(b) Recherche de la raison de la suite auxiliaire

On pose : Vn € N, t,, = uy, — <2> = u, + (;)

1 1 5 1
Vn € N, tn+1:un+1+2:5un+2+2:5un+2:5<un+2>:5tn

La suite (t,,)n>0 est donc une suite géométrique de raison 5 et de premier terme ¢, = ug+ 5

Vn € N, tn:;x5”

(c) Expression du terme général

1
De plus, Vn € N, u,, = ¢, — (2) Donc,

DO |

Vn € N, un:gx5”—
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Chapitre 09 : Suites réelles, partie 1. 4

Enfin, Vn € N, w,, = u, + 1. Donc,

3 1
VTLGN, wn:§x5”+§

Exercice 4 Etudier la nature des suites proposées.

L vmen w2 LVneN u =3 =
’ 2 30 = vk
2.VneN,un:C:S_£n1) 5,vneN*,un:U:ijoura€R.
3.*Vn€N,un::—i G,VneN,un:LT;aJpouraeR*.
Correction
1.

2n_3n 37127:_1 27:_1 gn_l
Vi €N, u, = _ o) ol (5)
2" +3r (541 &A1 (5) +1

La suite ((2)") converge vers 0. Par somme et quotient de suites convergentes, la suite u est
3 neN ’

convergente.

Par opération sur les limites, lim w, = —1.
n—-+00

VneN, —1 <cos(n) <1

VnelN, —— < <
" n+1 —COS(”)—nH

— 1
Les suites ( ) et ( ) sont deux suites convergentes et de méme limite 0.
n+1/nen n+1/en

Par le théoreme d’encadrement, la suite u est convergente et lirf Uy = 0.
n—-—+0o0o

n! I1x2x...xn 1 2 n—1
VvneN, u, = —=—"79D2Z-—//¥/¥—=—X—X..X x 1
n nXxXnx..xXn n o n n
1
< —x1x..x1x1
n
1
Donc, Vne N, 0 <wu,, < —.
n
. 1 . .
La suite [ — est une suite convergente de limite 0.
Par le théoréeme d’encadrement, la suite u est convergente et lirf Uy = 0.
n—-—+0oo

. On va minorer la suite par une suite qui diverge vers +o0.

1

1

: 1 Lo
car la fonction x — —= est décroissante sur R . Donc,

Vi

1

n 1 n
Vn € N, — >

Uy >

5
B

La suite (y/n)nen diverge vers +o0. Par le théoreme de minoration, la suite u diverge vers +oc.
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Chapitre 09 : Suites réelles, partie 1. 5

5.
VneN, VaeR, na—1 < [na] <na
na — 1 [na] _ na
< < —
n n n
1 na
VneN, VaeR, a—— < L Jga
n n
La suite (a — ) converge vers a. Par le théoreme d’encadrement, la suite u converge et
"/ neN
lim wu, = a.
n—-+00
6.

VneN, VaeR, na—1 < |na] <na
na — 1 - lna] _ na

Sia>0, < —
a a a

na — 1 na na

Sia <0, > L JZ—
a a a

1

Les suites (n - ) et (n)pen divergent vers +oc.
a4/ neN

Par le théoréme de minoration, quelque soit le signe de a, la suite u diverge vers +oc.

Exercice 5 Sans se soucier de la bonne définition de la suite, étudier la monotonie des suites proposées.

1. ug=1let Vn € N, upt1 = 1+ uy.
2. *up eRet Vn € N, upp1 =€ — 1.
On pourra utiliser la fonction g : x — e* — 1 — z en calculant la dérivée seconde de g.

Correction Pour étudier la monotonie d’'une suite u, on peut s’intéresser au signe de u,41 — u, pour
n € N.

1. On fait une récurrence en posant Vn € N, P(n) : "up41 > up”.
e La propriété est vraie au rang 0.
e Supposons qu’il existe un rang n > 0 tel que P(n) soit vraie.

Un+1 — Un > 0
\/1+un+1+\/1+un HDR

un+2_un+1:\/1+un+l_\/l+un:

Donc la propriété est vraie au rang n + 1.

La suite u est donc croissante.

Ajout. On a montré de plus qu’elle était minorée par 0 donc, pas le théoreme de la limite
monotone, elle converge. Notons [ sa limite. On a donc

1+v5 . 1-5
5 -

l
ou 5

Vitil=lel+l=P>s]=

1+5
5
2. Soit n € N. uy41 — uy, = g(uy,) donc on s’intéresse a la fonction g(x) = e* — 1 — x définie sur R.
La fonction g est dérivable sur R et Vo € R, ¢'(z) = e” — 1.
La fonction ¢’ est dérivable sur R et Vo € R, ¢"(z) = e”.
On va pouvoir en déduire du signe de ¢” le signe de ¢'.

Or, on doit avoir lim wu, > 0 donc [ =
n—-400
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Chapitre 09 : Suites réelles, partie 1.

Ainsi, Vn € N, g(uy,) > 0 donc up4+1 > u,. La suite u est croissante.

Exercice 6 Soit (uy)nen la suite définie par

2u, + 1

u=2etVneN, u = .
0 n+1 un+2

2+ 1
1. Soit f:x—
oit f:x P

. Montrer que Yz € Ry, f(z) > 0.

2. En déduire que Vn € N, u,, existe et u, > 0.
Uy — 1
Up + 1

3. On définit une suite auxiliaire (¢,)nen par Vn € N, ¢, =
Montrer que cette suite est géométrique.
4. En déduire le terme de général de la suite ¢ en fonction de n.

5. En déduire celui de la suite w.

Correction
1. Soit z e Ry. 2+ 2> 0et 2z +1 > 0. Par quotient, f(z) > 0.
2. Pour n € N, on note P(n) : "u, existe et u,, > 0".

I: up =2 donc P(0) est vraie.
H : Soit n € N tel que P(n) soit vraie.
un > 0 donc u,, # —2. Donc, u,11 = f(u,) existe.
Or, u, > 0 donc, pas la question 1, up+1 = f(uy) > 0.
Donc, on a bien Vn € N, u,, > 0.

3. Soit n € N.

_un—l-l_l_ Uy + 2 o Uup+2 up — 1
tn+1—

2uy, + 1 1 Up — 1

un—l—l"’l_ 2u"+1+1_ Sup +3 _3(un+1)
Uy + 2 Uy, + 2

1
La suite (t,)n>0 est donc géométrique de raison 3

1

_ — 7tn

3
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Chapitre 09 : Suites réelles, partie 1. 7

1 1
4. La suite (t,)n>0 est donc géométrique de raison 3 et de premier terme ty = 3 donc

1
Vn € N, t”_3n+1
5. Soit n € N.
Up — 1 —1—t
tn*u:_i_l<:>tn(un+1):un—1<:>un:T_1nCartn;«él

1
tn+1 1+3n+1
1—t, L

" 1_3n+1

donc, Vn € N, u,, =

Exercice 7 On consideére la suite (uy,)nen définie par :

2
up=1letVn €N, upy; =/ —

n

1. Montrer que la suite (uy)nen est bien définie, & termes strictement positifs.
2. On pose : ¥n € N, v, = In(u,). Justifier que la suite (vy)nen est bien définie.

3. Exprimer, pour tout n € N, v,11 en fonction de v,. En déduire 'expression de v, en fonction
de n.

4. En déduire ensuite I’expression de u,, en fonction de n € N.
5. Quelle est la limite de (uy)nen quand n tend vers +oo ?

6. Ecrire une fonction python suite(n) qui prend en argument d’entrée un entier naturel n et qui
renvoie le terme wu,. On rappelle que la racine carrée est obtenue par la commande sqrt.

7. Ecrire une fonction python somme (n) qui prend en argument d’entrée un entier naturel n et qui
n

renvoie la somme Y wug. On pourra utiliser la fonction suite de la question précédente, ou pas
k=0
(2 solutions possibles).

Correction

1. Pour tout n € N, on définit la propriété de récurrence :
P, : "u, existe et u, > 07

o Py est vraie car ug = 1 (existe et est >0).
e Soit n € N fixé quelconque tel que P, soit vraie.

2 2 [ 2 [ 2
Donc u,, > 0. Donc — est bien défini et — > 0, donc ,/— est bien défini et /— > 0. Or
Un Un,

Un Un

2 .
— = Upy1. Donc P11 est vraie.
Unp,

e Conclusion : ainsi, d’apres le principe de récurrence, la suite (uy,),en est bien définie, & termes
strictement positifs.

2. On a montré a la question précédente que Vn € N, wu,, > 0, donc In(u,) existe.

’Donc la suite (v, )nen est bien définie ‘

1
5 In(u,). Donc

1
Vn €N, vyl = 3 In2— FVn: Donc la suite (v, )nen est une suite arithmético-géométrique.

1
3. On déduit de la définition de la suite (u,)pen que Vn € N, In(upiq) = 5 In2 —

1 1 1
e Déterminons ¢ € R tel que / = 3 In2— 56. On trouve ¢ = 3 In(2).

e Puis :

1
Unt1 = %ln 2 — —v, (1)
Vn € N, 1 ) 1
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Chapitre 09 : Suites réelles, partie 1. 8

1 1 1
Donc ((1) = (2)) Vn € N, vp41 — gln(2) = —i(vn = 51n(2)).
1 1
e Posons Vn € N, w,, = v, — 3 In(2). La relation précédente donne : Vn € N, wy41 = —§wn,
donc la suite (wp)nen est géométrique de raison —%, donc Vn € N, w, = (—%)nwo. Avec

1 1
wo =0~ 3 In(2) et vo = In(ugp) = 0 car up = 1. Ainsi, Vn € N, w,, = —3 In(2) (—%)n

e On en déduit ¥n € N, v, = wn, + éln(2) _ %m@) - %m@) (-1)" = éln(2) (1-(=5)").

. VneN, u, =e" =exp Ll)) In(2) (1 - (—5)6}

1
lim wu, = exp [ ln(Q)}

n——+o0 3

Exercice 8 Soit la suite (uy,)nen définie par

3u, — 1
ug=2etvn e N, u = .
0 n+1 Uy + 1
1. Calculer uq, ug et us.
3r—1 _
2. Soit f:x a:+ T Etudier les variations de f sur R,.
x
3. Montrer que I'intervalle [1,2] est stable par f, c’est-a-dire que Vz € [1,2], f(x) € [1,2].
4. Montrer que pour tout entier n € N, u,, existe et 1 < u,, < 2.
5. Montrer que la suite (u,)nen est décroissante.
6. En déduire que la suite est convergente et déterminer sa limite.
Correction
3up—1 5 3up—1 4 12 3 Bug—1 5 7
1.u1: = —. Uy = :gzizf_u?): :ng
ug + 1 3 up + 1 3 8 2 us + 1 5 b}
2. La fonction f est dérivable sur R} comme quotient de fonctions dérivables avec un dénominateur
) 3(x+1)—Bx—1) 4
ui ne s’annule pas et Vo € Ry, f/(z) = = )
d P + F(@) (z+1)2 (z + 1)2
Donc, f est strictement croissante sur R.
5 5
3. f(1)=1et f(2) = 3 Or, la fonction f est croissante sur [1,2] donc Va € [1,2], 1 < f(z) < 3
Donc, [1,2] est stable par f.
4. On raisonne par récurrence. Vn € N, P(n) : u, existe et 1 < u,, < 2.
I ug existe et up = 2 donc P(0) est vrai.
H Soit n € N tel que P(n) soit vrai.
un # —1 donc f(uy,) existe. Donc, u,41 existe.
De plus, par stabilité, f(u,) € [1,2] donc 1 < up41 < 2. Donc, P(n + 1) est vrai.
C Par le principe de récurrence, Vn € N, P(n) : u, existe et 1 < u, < 2.
3u, — 1 —u +2u, — 1 —(u, —1)2
5. Soit n € N. — Uy = ———— — Uy = — = < 0.
v Untl = Un Uy + 1 tn Up + 1 Uy + 1
Donc, la suite (uy)nen est décroissante.
6. La suite est minorée et décroissante. Par le théoreme de la limite monotone, elle converge. Notons

¢ sa limite.
La fonction f est continue sur [1,2] donc, par le théoréme du point fixe, f(¢) = £.
Or, f) =t =3 —-1=L{l+1)==1.

Donc, lim wu, =1.
n—-+o0o
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