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Exercice 1 : Calculs

1.

r—3y+2z=1 r—3y+2z=1
2r4+y+2=0 — Ty—3z=-2 L2+ L2-2L1
r4+4dy—z=-1 Ty—3z2=-2 L3+ L3-1L1

r—3y+2z=1
= Ty —3z2=-2
0=0 L3+ L3—1L12
Systéme de rang 2, compatible

R
=y 25
y="77%

1 5 2 3
Ainsi, | 'ensemble des solutions est S = {(7 — =%y + Z% Y, z) , (y,2) € RQ} .

1
(B) iy — 7Y = ¢3 sur R
(E) est une équation différentielle linéaire du premier ordre.

1
e Résolution de ’équation homogeéne (Ey) : 3y — Ey =0.

1
La fonction ¢ — —— est continue sur R* donc elle y admet des primitives. ¢ — —In(t) en est une. Donc I'ensemble

des solutions de (Ep) sur R% est :
SH:{tERiH/\.e_(_l“(t)), AeR}:{teRi»—W\t, AR}

e Recherche d’une solution particuliére.
Par la méthode de la variation de la constante, on cherche une solution particuliére sous la forme y,(t) = A(t).t.

1
yp est solution de (E) <= VteRY, y,(t) - Eyp(t) =3

A
= WVteRL N@O)t+AEt) - ——=¢

= WVteR N(t) =t

1 1
On peut donc prendre A : t — —t* et on obtient que t — —=t* est une solution de (E) sur R%.

e On en déduit I'ensemble des solutions de (E) sur RY :
* 1 4
teR} = ot + AL AER

On pose (E) : y + 4y’ + 3y = e*.

(E) est une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants.

e On commence par résoudre I’équation homogeéne (Ex) : y” + 4y’ + 3y = 0. Elle a pour équation caractéristique
22 + 4z + 3 = 0, de racines réelles —3 et —1. Donc I’ensemble des solutions de (Ex) est

Sy = {t €ER— Ae ™ + Be™', (A,B) ¢ RQ}

e Pour ¢ € R, on pose y,(t) = ae*.

yp est solution de (E) <= Vt € R, 4ae®" + 8ae®" + 3ae® = e

— 15a=1



1
Donc, yp, : t e R — ﬁe% est une solution particuliére de (E). @ On en déduit ’ensemble des solutions de (E) :

1
S = {t ER— ﬁe% +Ae " + Be™', (A,B) € R2}

e Prise en compte des conditions initiales :

1
Soit f l'unique solution du systéme. Il existe donc (A, B) € R? tel que Vt € R, f(t) = —e?' + Ae® + Be™'.

15
2
f est dérivable sur R et VtER,f’(t):1—573Ae*3t7Be*t.
1
1 2 f0)=1 —+A+B=1
D 0)=—+A+Bet f/(0)=—-34A-B.0 .D .
onc f(0) 15+ + Bet f/(0) 15 r’{f’(O):O onc, §_3A_B:0
15
37214:1(.[/1%[44*[/2)
Donc, ]25 .
— —-34A-B=0
15
A="9
Donc, %6) .
B=—
15 1 6 20
P . R P
On en déduit que f:t € R — 15e 156 + T

def appartient (x,mot):
for i in range(len(mot)):
if mot[il==x:
return True
return False

Exercice 2

1.

2.

Informatique

(a) La fonction suivante prend en entrée un entier naturel n et renvoie le terme u,, de la suite.

def suite(n):

2 u = 2

: for i in range(1l,n+1):

. u = (2%xu + 1) / (u + 2)
return u

(b) La fonction suivante prend en entrée un nombre réel e > 0 et renvoie I'indice n du premier terme wu,, tel que
lun, — 1| <e.

1| def seuil(e):

2 u = 2

3 n =0

4 while abs(u-1)>e:

u= (2%xu + 1) / (u + 2)
6 n=mn+ 1

7 return n

Etude de f

(a) Soit x € R.
2EDp <= ax+2# 0=z # 2.

Donc Dy =R\ {-2} |

(b) f est une fraction rationnelle donc elle est dérivable sur son ensemble de définition, Dy.

joy_2Ar+2)—(Qu41) 3
Vo € Dy, f'(z) = (z +2)2 C(z+2)? |

(c) D’apres le calcul de f’ précédent, on constate que Vo € Dy, f'(x) > 0.
Donc Vz €] — 2,+o0], f'(x) > 0. La fonction est donc strictement croissante sur cet intervalle.
Calculons les limites aux bornes de cet intervalle :

2



En +o0:

22(1 4 £ 1+ 4+
Soit © > —2. f(z) = U+g) _ 2z

1
.Or lim — = 0 donc par opérations usuelles sur les limites,

z(1+2)  T1+4+2 w00 T
142 e
lim 5~ = 1. On en déduit lim f(z) = 2.
z—+oo 1 + < T—+00
En —2* :
lim (22 +1) = -3
T——2
lim (z+2)=0"
r——21
Donc par quotient des limites, lim+ f(z) = —c0.
r——2

On en déduit le tableau de variation de f sur | — 2,400 :

x -2 “+00
f'(x) +
2
f /
—00

(d) Soit = €]1, 4o00] fixé quelconque.
x > 1 et la fonction f est strictement croissante sur |1, 4+o00[. Donc f(z) > f(1).

Or f(1) = 1. On en déduit que | Va €]1, 400, f(x) >1 |

3. (a) Remarque : comme la fonction f a un ensemble de définition qui n’est pas R tout entier, on doit justifier que
la suite (u,) est bien définie. En effet, si jamais 'un des w,, valait —2, alors il serait impossible de calculer
les termes suivant et la suite ne serait pas définie. On doit donc montrer que tous les termes de la suite
appartiennent & ’ensemble de définition de f. On procéde par récurrence.

Pour tout n € N, on définit la propriété de récurrence P, : « le terme u,, existe et u, > 1 ».

(I) up =2 > 1 donc Py est vraie.

(H) Soit n € N fixé quelconque tel que P, soit vraie.

Donc u,, existe et u, > 1. Donc u,, € D;. Ainsi, f(u,) existe, et d’aprés la question précédente, f(u,) > 1.
Ainsi, u,41 existe et w41 > 1.

Donc P,,4+1 est vraie.

(C) Ainsi, d’aprés le principe de récurrence, | la suite (u,) est bien définie et Vn € N, u, > 1 |.

(b) On fait une récurrence en posant ¥n € N, H(n) : "upy1 < up”.

5
e Duy=2etu = 1 > 2 donc a propriété est vraie au rang 0.

e (H) Soit n € N tel que H(n) soit vraie. Donc, up+1 < uy,. Done, f(un+1) < f(uy) car la fonction f est
croissante sur ]1,4+o00[. Donc, w2 < u,11. Donc la propriété est vraie au rang n + 1.

e (C) Par le principe de récurrence, Vn € N, uy,11 < uy,.

On en déduit que ’ la suite u est décroissante ‘

(c) La suite u est décroissante et minorée. Par le théoréme de la limite monotone, | elle converge | Notons £ sa

limite.
La fonction f est continue sur |1, +o0].
(d) ¢ YneN, upyr = flun) Par le théoréme du point fixe, £ = f(£).
La suite u converge evrs /.
20+ 1 ,
Donc, f = ——. Donc, £~ =1. Donc £ =1 ou £ = —1.
042

Or, par passage a la limite dans I'inégalité de la question 1, on en déduit que ¢ > 1.

Donc,| lim wu, =1 |
n—-+oo

4. Expression de u, en fonction de n

(a) Soit n € N. u,, > 1 donc w,, # 1. Donc, a,, existe.

Donc la suite (a,,) est bien définie.




(b) Soit n € N fixé quelconque.

(p41 — 3an

Donc,

Ap41 — 3an

Donc

VneN, apy1 =3a, —1

On pose, Vn € N, b, = a, — 5. On montre que la sui

— _1_3 —
= Qg 2—2Ca1‘a0—

bo 0 et Ug = 2.
Uug — 1

n+1
Donc Vn € N, b, =

Soit n € N.

. On en déduit que

_ Up+1 _3 Up,

Un4+1 — 1

Up — 1

2u, + 1
Uy + 2 B
Up + 2

Un

2u, + 1
2u, +1—

Uy,
-3
(un +2)

Up — 1

2u, +1
Uy — 1

Up,

-3

Up — 1

—Uy + 1
Up — 1
-1

La suite (a,) est donc arithmético-géométrique.

On cherche ¢ € R tel que £ = 3¢ — 1. On trouve ¢ =

"’l\.’)\r—l

e (bn) est géométrique de raison 3 et de premier terme

1 3n+1
Vn € N, = -
n ap, 5 + 5
Up
a prg
" Up — 1
Donc, a,(un, — 1) = uy,
— Uy = Gy,

Donc, a,u,

Donc, un(a, — 1) = ay,

Or, a, # 1 d’aprés les questions précédentes donc on peut diviser par a,, — 1.

a
Donc, %, = ——.
a, — 1
1 371+1 1
ks 3nt +1
. . _ 2 _
AlnSl, Vn € N; Un = ﬁ Donc | Vn € N, Up = m .
(e) Soit n € N.
1
L 3n+l 1
Up = 71.Or7 111J1r1 3"l = 400 (suite géométrique de raison 3 > 1) donc, par opérations sur les
n—-+0oo
1- 3n+1

limites, on retrouve que

la suite u converge vers 1 |.

Exercice 3

1. Par changement de fonction.

(a) Par produit, u est deux fois dérivables sur ]0, +oo].

Vz €]0, +00],
622 f'(z) + 23 f"(z).

(b) On raisonne par équivalence.

f est solution de (FE) vz €]0, +oo
Vz €]0,+00

]
]
Va €]0, 400
]
]

rreny

Vz €]0, 400,
Vz €]0, 00|,

B
B
B
[
[

W/ () = 302 f(x) + a f'(x) et u'(x) = 6x () + 3e2f' () + 302 () + 2° " () = 6 f(x) +

2? " (x) + 5af'(z) + 3f (z) = 2*

a f(x) + 52° f'(x) + 32” f(x) =

a f (@) + 62° f' () + 627 f (x) — :v3f (z) — 32%f(z) = 2"
z[z® f"(x) + 622 f'(2) + 62 f (2)] — 2°f'(z) — 32 f(x) = a*

zu(z) — u(z) = «*



En posant (F1) : zy”(z) —y'(z) =2

4

, on a bien ’équivalence souhaitée.

(¢) On en déduit que | u est solution de (Ey) <= u/ est solution de (G) : 2y —y ==x

4

1
d) On reconnait la méme équation que dans la question 2 de ’exercice 1 donc| Sg =<z € R* — —z* +Xx, Ae R} |
3

(e) Par les équivalences des questions 1(b) puis 1(a), on en déduit que

15

1 )\

En utilisant la relation entre u et f, on obtient

2. Par changement de variable.

1 A
S:{xER’j_ ]-5$2+2£L.+$3,()\,M)6R2}

(a) z est deux fois dérivables sur R par produit de fonctions deux fois dérivables sur R.
VtER, 2'(t) =elf'(el) et 2" (t) = el f'(el) + ' f"(e).

(b) On raisonne par équivalence.

f est solution de (E)

En notant (Es) : y”(t) +4y'(t) + 3y(t) = e

Freny

2t

Va €]0, +oof, 22 f"(x) + baf'(x) + 3f(z) = 22
Yz €]0, +oof, 22 f

Va €]0, +o0f, 2f

Vt R, 2(t) +42(t) — 2(t) = (e)?
vVt eR, 2'(t) +42/(t) —

(
"(x) + xf'(x) + 4z f' () + 3f(x) = «*
"(@) + f (x) + Aaf (x) + f(2)] — xf(z) = 2*
42'(
42'(

() 2t

, on a bien ’équivalence souhaitée.

1
(c) On reconnait I'équation de la question 3 de Pexercice 1 donc| Sy = {t ER~ Be% + Ae 3t + Be™!, (A,B) € RQ} )

(d) Pour z €]0, 400, f(z) =

z(In(x)) donc

|

1 A
rEeRL = —z?+ — +

2 2
15 3 I,(A,B)EIR{}.




