Chapitre 18 — Limites et continuité de fonctions

Exercice 1 Déterminer les limites suivantes

T +5
1. f(z) = ——— en +4o0. 1 —J1=
i) $§+1 7. f(a:):\/+m v T en 0.
x
5 —
2. f(z) = Py +00. 8. f(x) = cos(5x)e 3% en +oc.
3. f(x) =€ —2x+ 1 en +o0. Cf(x) = sin(2) en 0.
4. f(z) = 3ze™™ en +o0. o
e’ +1 10. f(z) = esin(z) en +00.
5. f(x) = oo on oo 2?2 +1
- — ex—sin(z)
6. f(z)=v14+xz—+Vzr—1en +oo. 1. f(z) =e en +oo.
Correction
5
5 (1 + = 1 + 5
1. Soit x € RY. g: 1= ( xl) = xl Donc, liIJIrl f(z)=0]|
T—r+00
x 2(1+%) 2(1+%)
2. Soitw e R LT 3 LTE lim f(z) =+
. Soit x +'x2—17x'—xi2 onc,| lim f(x)=+oo
3. Soit ¢ €RY. e — 2+ 1=ev (1-25 4 1
ootz eRl . e —2x+1=e _e7+e7'
Par croissance comparée, lim S Donc, | lim f(z) = +o0
z—+o0 et T——400
2,
4. Soit 7 € R 3pe~® = 3. °
—x
Or, lim XeX =0donc lim —x22e~® = 0. Par quotient,| lim f(z)=0
X——o0 T—+00 T—400
e 4+1 14e”®
. . B : -
5. Soit x € RY. e 1-1_o= Donc, xll)rfoof(x) =1
6. Il s’agit d'une forme indéterminée +o0o — (+00) ou les deux termes tendent vers 4+oo avec la méme
vitesse. Aucune mise en facteur ne conviendra. On multiplie par la partie conjuguée.
Vidr+vVr—1 (z+1)—(x—1) 2
l+4z—-—vVr—-1=V1+x—-—vVr—1x = = .
v v v v Vidte+ve -1 Vidao+vVe—-1 VVitao+Vo-1
Or, 1ir_~1_n V1+x+ o —1= +o00. Par quotient, hm (\/1 +r—+Vr—1)=0|
T—>r+00
7. On applique la méme méthode.
Vitr—yIi—-z  (I+z)—(1-2) 2
T (Vi z+Vi—2z) Vidz+V/I-z
Or, lim(yv/1+ 2 4+ /1 — ) = 2. Par quotient, | lim(v/1+x — 1 —2) =1/
z—0 z—0
8. On utilise un encadrement de la fonction cosinus.
Vz €R, 0<|cos(bzr)| <1=0<|cos(5x)e 37| < e 3%
Or, lim e 3% = (. Par encadrement, | lim cos(5x)e ™* =0|.
T—r—+00 T——+00
sin(2r) 2 _ sin(2z) sin(X) . . sin(2z)
9. 5 5 X o Or )l( = 1. Donc, par composition, ilg(l) 9y 1.
i 2
Par produit, | lim sin(2z) _ — |
z—0 % 5
10. On va utiliser un encadrement de sin. Vo € R, 0 < |sin(z)] <1=0 < len(x) < 2|x] .
x4+ 1 x4+ 1
Or, lim = 0. Par encadrement, | lim M =
z—+oo 2 + 1 z—+oo 2 +1
11. V2 €R, 2 — 1 <z —sin(z) = e* 1 < e®si0(7) par croissante sur R de la fonction exponentielle.
Or, lim e* ! = +o0. Par minoration, | lim e* sn®) = 40|
T—+00 T—r+00
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Chapitre 18 — Limites et continuité de fonctions 2

Exercice 2 Limites et parties entieres

1.

Soit la fonction f définie sur R par f(z) = x|z].
Déterminer les limites de f en 400 et en —o0.

. . o 1
2. Soit la fonction f définie sur R* par f(z) =« LUJ
Déterminer les limites de f en 0 et en +o0.
Correction
1. On va utiliser la caractérisation de la partie entiére : Vz € R, z — 1 < |z] < .
Pour z > 0, cela donne x(x — 1) < z[z] < 2. Or, lim z(zx—1) = +oo.
r—+00
Par minoration, | lim z|x| = 4o00|
r—r—+00
Pour z < 0, cela donne x(x — 1) > x|z] > 22. Or, Em 2% = +oo.
x —0o0
Par minoration, | lim z|z| = +oo|.
Tr—r—00
.1 1] 1 1 .
2. Ve eRY, ——-1< |- |<-=1-2<z2|-|<1Orliml—-z=1.
x x x x 0

1
Par encadrement, | lim x {J =1\
z—0

1 1 1
Soitx>1.0<—< 1= LJ = 0. Donc, la fonction f est nulle sur |1; +o00[. D’ou,| lim =z {J =0
x x

Exercice 3 Limites et fonction sinus

1.

2.

Montrer que la fonction sinus n’admet pas de limite en +oo.
Soit la fonction f définie sur R* par f(x) = sin (i)
Montrer que la fonction f n’admet pas de limite en 0.

Soit la fonction f définie sur R* par f(x) = xsin (;)

Déterminer la limite de f en 0.

Correction

1.

Nous allons proposer deux suites (zp)nen €t (Yn)neny qui tendent vers 400 et telles que (sin(zy,))nen
et (sin(yn))nen ne tendent pas vers la méme limite.

Prenons Vn € N, x,, = 27mn et y, = g + 27n. Alors Vn € N, sin(x,) = 0 et sin(y,) = 1.
Or, si la fonction sinus admet une limite en +o00, les deux suites (sin(xy,))nen et (sin(y,))nen devraient

tendre vers cette limite. Donc, sinus n’admet pas de limite en +o0.

1
On fait de méme en prenant les suites définies par Vn € N, z, = — et y,, = ———.
2mn 5 +2mn

Il faut montrer que la fonction f a une limite finie en 0. On prendra cette valeur pour définir le

prolongement.
* . 1 . 1
Ve e R, |sin|— )| <1=|zsin|— || <]z
x x

. . (1
Par encadrement, | lim zsin | — | =
z—0 X
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Chapitre 18 — Limites et continuité de fonctions 3

Exercice 4 [*] Montrer que la fonction tan n’admet pas de limite en +oo.

Correction On raisonne par I’absurde. Notons ¢ = lim tan(x).
T—r+00
D’une part, Vn € N, tan (7r + mr) =1. Donec, lim tan <7T + mr) = 1 (suite constante).
4 n—-+o0 4

m
D’autre part, 1ir_~1[1 1 + nm = 400 donc puisque f admet une limite en +oo, par composée de limite,
n—-+00

lim tan <n7r> =/
n—-+oo 4

Par unicité de la limite, 1 = /.

D’autre part, ¥n € N, tan (n7) = 0. Donc, 1ir_~r_1 tan (nm) = 0 (suite constante).
n—-+00

D’autre part, lim nm = 400 donc puisque f admet une limite en +o00, par composée de limite, lim tan (n7) =
n—+o0o n—+oo
L.

Par unicité de la limite, 0 = /.
C’est absurde donc tan n’admet pas de limite en +o0.

Exercice 5 Etudier les limites suivantes. Dans beaucoup de cas, il pourra étre intéressant de faire un calcul
d’équivalent.

23 4 x4 52 1
413 — 3022 en +00 9. 2z1n (1 + 2) en 400
x
sin(zInz) .
1
2. T en 0 10. (1 + ) en +00
2 —9 T
3. .562+7$ en 1 1
2 — 4+ 3 11. {1 —cos | — en +o0o
2?2 — 3z +2 v
4. =" "% en1avec n € N*. 12. In(322 4 2z) — In(22% + 3x) en +o0
" —1
1 13. (1 —€*)Inz en 0.
5. = en +00 .
sin(z) — cos(x) ™
6. z%¥ en 0 14. T enz
1
7. Va2 +2r —x en +00 sin(3z) -
tan(3z) 15, ———=—-en
8. — en 0 1 —2cos(x) 3
sin(2x)
Correction
1 23+ + 52 x3 4 I 23+ 1+ 52 1
e ~ —donc| lim ——— =—.
4x3 — 3022 z—+o0 43 z—too 413 — 3022 4
2. lim xlIn(x) = 0 donc, par substitution dans les équivalents, sin(zxIn(x)) ~ xzlIn(x).
xz—0+ z—0*t
i 1
Par quotient, sin(a In z) In(z).
x z—0+
i 1
Or, deux fonctions équivalentes ont la méme limite donc lin% w = —00|
Tr—r X
242 —1 2 2 Z4x—-2 -3
3. v :(:E Nz + ):%Jr donc limi:—.
22 —4x+3 (x—1)(x—-3) z-3 a—1 22 — 4z +3 2

0
4. C’est une forme indéterminée o On va factoriser par = — 1.

?-3x+2 (z-1(@x-2) z-2

xn — 1 n—1 T on—1
(x—1). > 2k 3 2k
k=0 k=0

Donge, | lim — = — |
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Chapitre 18 — Limites et continuité de fonctions 4

10.

11.

12.

13.

14.

15.

In(x
xr = exp ( ( )> donc, par composée de limite, | lim zr =1,
x

T—-+00

Ve e Ry, 2% = e In()

lim xln(z) = 0 et €’ = 1. Par composition, | lim 2% =1
z—07F xz—07F

2
Soit z > 1. \/IE2+2ZE—CL‘:$<\/1—|——1>.
T

/ 2 2
Or, /1+=—-1 ~ — donc, par produit d’équivalents, V22 +2x — 2 ~ 1.
x

r——+o00 21 T—+00
Donc, | lim Va2 +2x—z=1|
T—+00
tan(3 3 3 tan(3 3
Par quotient d’équivalent, z.m( ?) ~ 2% _ 2 donc| lim én( ?) =
sin(2z) =—0 2z 2 =0 sin(2z) 2
. 1 e P 1 1 .
lim — = 0 donc, par substitution dans les équivalents, In {1+ — ~  —. Par produit,
z—+o0 12 2 z—+o0 2

2
2z 1In (1 + 2) ~ -,
x r—+00 I

1
Donc, | lim 2xIn <1 + 2) =0/
x

Tr——+00

. 1\* 1
Soit « > 1. <1+> :exp<xln<1+>).
x x

1 1
Par produit d’équivalent, = In (1 + ) ~ 1. Donc, lim zxln <1 + > =1.
x

x€X xr——+00 Tr——+00

€T
Par composée de limites, | lim <1 + > =e|
x

T—+00

1 1 1
lim — = 0 donc, par substitution dans les équivalents, 1 — cos [ — ~ —.
T—+00 I x ) z—+oo 212

1 1 1
Par produit, z (1 — cos <>) ~ —oet| lim x <1 — cos ()) —0l
T r—+o0 2 T—+00 x

Soit x > 1.
3z +2
In(32z? + 2z) — In(22% 4+ 3z) = In <2f:2:::3z>
3z2+2x 3 3
Or, xgrfm % =5 donc, par composée de limites, xgr—&I-loo In(3z% + 2z) — In(22% + 32) = In (2> :
Par produit d’équivalents, (1 — e*)Inz ~ —zIn(x).
z—
Donc, | lim(1 —e*)lnx =0
z—0
T
P =xr— —.
osons y =& — -
. ™ ™ V2 V2 V2 V2
sinz — cosz sin (y + 4> — Cos (y + 4> B cos(y)7 + sm(y)7 - cos(y)7 + sm(y)T B VZsin(y)
T y y y
Or, lim sin(y) =1 donc | lim w =V2|
y—=0 y =7 T—7
Posons y = x — T
3
sindz  sin(3y + ) B —sin(3y) B — sin(3y)
V1—2cosw \/1 —2cos(y + %) \/1 — cos(y) + V/3sin(y) \/@\/1 - Cyos(y) 4 \/gsmy(y)
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Chapitre 18 — Limites et continuité de fonctions 5
1-— i - -3
Or, lim ( cos(y) + \/gsm(y)> = /3 donc sin(3y) y .
y—0 Yy Yy f\/ — cos(y 3sm( Y) y=20 v/ V3y
Yy
Final 6] sin 3x lim —3y
inalement, | lim =
z—% \/1—2cosx y /3
Exercice 6 Déterminer un équivalent simple des fonctions suivantes au point indiqué.
x —X
1. % en +oo et en 04. In(1 + sin(z)) en 0.
2. 224+ x + 2In(z) en 0 et &n In(cos(z)) en ?r
+00. 6. In(sin(z)) en 5
3. e® + 22 en 0 et en +o0.
Correction
x — €T —x X
1. Soit x > 0. elte’ e (1+e2).0r, lim 1+e 2 =1 donc etre” o g
2 2 x—+00 2 r—+o00 2
x —T x
limizldonce—i_e ~ 1]
z—0 2 2 z—0
2. En 0 :
2 2 2
x*+ x4+ 2In(x) x x x x
= 1. Or, li =0d 2 21 ~ 2In(z) |
21n(z) 2ln(:z)+21n( )+ e 02In(z )+21n(x) onc| #* + 2 +2In(z) z—0 n(@)
En 400 :
2
21 21 21 21 21
2"+ z+2In(z) =1+ n(z) + n(x) Or,par croissance comparée, lim n(@) + n(z) = 0 donc
22 x2 x2 z—+oo T x2
2 +z+2ln(z) ~ 2%
r—>+00
3. En 400 :
. 2 2 2
et =1+ T Or, par croissance comparée, lim ro_ 0 donc |e® + 22 ~ &
e’ e’ r—+oo el r—+00
En O :
lim e + 22 = 1 donc |e” + 22 ~ 1|
z—0 z—0
4. :lli% sin(z) = 0 donc In(1 + sin(x)) ~ sin(x).
De plus, sin(x) arg2 Donc, par transitivité, | In(1 + sin(x)) atat
5. In(cos(z)) = In(1 4 cos(x) — 1). Or, lim cos(z) — 1 = 0 donc In(1 4 cos(z) — 1) ~ cos(x) — 1.
) z—0 z—0
x
De plus, cos(z) — 1 ST
22
Par transitivité, | In(cos(z)) ~ ——
z—0 2
6. On pose y = g — x pour se ramener en 0.
T Y2
In(sin(z)) = In (cos <2 — y)) Or, In(cos(y)) Do T2
G-)
5 — X
Donc, |In(sin(x)) NE - )
r—r 2
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Chapitre 18 — Limites et continuité de fonctions 6

Exercice 7 Les fonctions suivantes sont-elles prolongeables par continuité aux points indiqués ?
x

1. z — zln(2z) en 0. 4.z < en 0. (¢ — 22z —3)
z t 7. @ —— — en1leten?2
2. x— . 1 : _ :
o In(z) en 0 5. x +— xsin () en 0. w? — 3w +2
v 8. z +— tan(z) z— ") enZ
3. x— — en 0. 1 ' 2 2
T _Z
6. xt+—>e T en 0.
Correction
1. lil%l+ x1n(2z) = 0 donc ’ f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0. ‘
T—
2. lim —— =0 donc ’ f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0. ‘
a—0+ In(x)
. In(z) , —
3. lim = +o00 donc ’ f n’est pas prolongeable par continuité en 0. ‘
z—0t T
€T
4. lim ¢ - 400 donc ’ f n’est pas prolongeable par continuité en 0. ‘
z—0t T
1 1
5. Vx € R*, |zsin <)‘ < z. Par le théoreme d’encadrement, lim x sin () = 0. Donc
X z—0 x

f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0. ‘
1 1

6. lime 2 =0et lim e = = +oo donc ’f n’est pas prolongeable par continuité en 0. ‘
z—07F z—0~

7. Soit z € R\ {1;2}.
(¢ —=2@=-3) (¢=-27=-3) (@=-2)(@@=3) . (@=2@=-3)
z? — 3z + 2 (x —1)(z —2) r—1 a—2 22 —3x+2 ‘

— (2 —2)%(z - 3)
Donc ’ f est prolongeable par continuité en 2 en posant f(2) =0.| lim
z—1+ 22 —3x+2

= +oo donc

’ f n’est pas prolongeable par continuité en 1. ‘

8. C’est une forme indéterminée oo x 0. Soit z € R\ {g +km, ke Z}.

™ m
Dong, | f est prolongeable par continuité en 5 en posant f (2) =1.

Exercice 8 Etudier la continuité ou le prolongement par continuité des fonctions suivantes aux points
demandés.

l.g:xze |z + (z—|z])? en 0. Lz
1 1 .
2.f::vb—>—{Jen0. 3-h~$*—>LmJIen2.
x x
Correction
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Chapitre 18 — Limites et continuité de fonctions 7

1
1. Soit x € [—2,0[. g(z) = =1+ (z +1)? donc lim g(z) = 0.

x—0~

1
Soit x € }O, 2} g(z) = 2% donc lim g(x) = 0.

z—0t

Or, ¢g(0) = 0 donc g est continue en 0.

2. On introduit deux suites :

1
Vn € N, = t Yy, =
n Un, n+1e Yn TL—F%
Ona lim wuw,=0et lim y,=0.
n—-+00 n—-+00
1 1
De plus, Vn € N, f(un):—{J:n—i—l—{n—FlJ:Oet
U U
1|1 1" 1] 1

f(yn):yn—{ynJ =n+2—{n+2J =3

f n’admet pas de limite en 0 ‘

Donc, ngrfoo fluy) # ngrfoof(yn) Donc,

3. On va utiliser ’écriture exponentielle de la fonction h.

exp(|z] In(z))

Vo € [1, +ool, h(z) = =exp[|z] In(z) — zIn(|z])]

exp(z In([z]))
o h(2) = 1.
o Ilig{ |z| In(z) — zIn(|z]) = In(2) — 2In(1) = In(2). Donc, xlféﬂ h(z) = 2.
. JClgg_ z]In(z) — zIn([z]) = 2In(2) — 2In(2) = 0. Donc, xligl+ h(z) = 1.

Donc ’la fonction h n’est pas continue en 2. ‘
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