Chapitre 19 — Développements limités 1
Exercice 1 Déterminer les développements limités a l'ordre indiqué en 0.
1. f(x) =ze™™ a l'ordre 3.
2. g(x) = sin() In(1 + z) a Pordre 4.
T
1 2
3. h(z) =1In ( tr ) a l'ordre 5.
1—=
4. Soit k(z) = exp L Montrer que k(z) = o(z?)
’ x2 ) z—0 ’
Correction
a? 2 ) @ 3
—x _ _ < —x — _ -
1. e x:>01 x + 5 +O(:U ) donc | ze SefT® + 5 —|—O(w ) .
3 5 - 2 4
() = o5 L T4 (s sin(z) _ 2t 2 5
2. sin(z) = @ = 5+ 155 +O(“T4> dO;C z as0' 6 120 +ofa).
T 5
In(l+2) = o=+ =+ roe),
Par produit,
sin(x) 2 ot 5 D A A 5
1 = (1-Z 4+ T A i
“h(l+a) = ( ; +120+o(a:) R +o(a?)
2 3 4
— _r . r T 1
o T + 6 6 + O(w )
1+ 22 9 9 x? 5 z? 4P
3. 1n<1—m> Izoln(l—i—x )—ln(l—x)xzox —?+O<x ) - —:U—?———Z—E—l—(’)
14 22 322 23 2t 2P 5
done 1“<1_x> e A TR T G
k(z) 1 -1 X? 1
B T Ao (g) Sex et S
1 . , . X2
Or, lim — = +o0 et, par croissance comparée, lim — =0.
z—0 T X—+4oc0 €
k
Par composition de limites, lim @ = 0. Donc, |k(z) = o(z?)|
z—0 X z—0
Exercice 2 Calculer les limites en 0, lorsqu’elles existent, des fonctions suivantes.
In(1 In(1 —
TR n( +£L')+2H( x)
x
Vitz—+V1—-2 )
2. x— z
x
V14 2x —cosxz —sinzx
3. x+— 3
T
Correction
x? 9 x? 9
In(l+z)+In(l-z) &= 5 to@7)—z—-7+o@?)
1_ = = _1 + O(l).
xz z—0 x2 z—0
In(1 In(1 —
Donc, | lim n(l+ x)—|—2 n( z) =1/
z—0 x
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Chapitre 19 — Développements limités 2

2

x x
1+ —-+o0(x)—1+ - +o0(x)

1 —v1-
Vite-vi-o 2 2 = 1+0(1) donc il faut un développement

€T $:>0 €T x—0
limité a 'ordre suivant. ) )
T T
1+- ——+4o0(?) - <1——+o(x2)>
1 — /1 - 2 8 2 8
vitz-Vi-e = = 1+ o0(x).
X x—0 x x—0
Vitzr—y/1—x ) Vitzr—y/1—x )
- 1+0 -1 -
Donc, L _ 4ol = 0(1). Dong, | lim L =0]|.
xX x—0 x x—0 x—0 €T

On va proposer des développements limités a 'ordre 3 en 0 de chacune des fonctions présentes
au numérateur.

2z (22)2  (22)3 2 2l
VItor = 14> — 3) = 14z T 3.
+2 = +22 5 16 —i—(’)(:n)x_)O tor -t + o(z?)
T
_ 1T 3
cos(x) a:;ol 5 + o(z?).
. 23 5
sin(x) mzom—g-i-o(x ).
x2 23 x? a3 3
V1+2x —cosx —sinx 1+$_?+§_1+?_$+€+0(37) )
Donc, = = —+0(1).
1‘3 x—0 ,CUS z—0 3
. V1+2x —cosx —sinx 2
Finalement, 3 ~ =
€ z—0 3

Exercice 3 Déterminer un développement limité a ’ordre 3 en 0 des fonctions suivantes :

Exercice 4 Soit f : { In(1 + x?)
T ——

1.
2.

1. x — sin(x) cos(2x) 4. x — 2+ 3z
2. x> sin(3z) — 3sinz 5. x + In(cos z)
3. z+— In(2+x) 6. x> ST _ ¥
Correction
1. sin(z) cos(2z) = —E?’—F (z3)
. sin(z z) =%~ 5% +ol@).
3 3 4.3 3
2. sin(3x) 351nxm_)0 4z + o(z”).
3 me2re) — 24t DT o)
. In ) = In2+4 = — — 4 — +o(x?).
4. 243z = 2 1+§x— gx2+2—7x3 + o(x3)
' 20 47 32 128 ‘
z? 9
5. In(cos(z)) S0 2 + o(x?)
. .TS 3
sin x r — _
6. e e = "5 + o(z?)

R—R

2
x
Déterminer ’équation de la tangente a la courbe en x = 0.

Etudier la position de la courbe par rapport a sa tangente.

Correction

1.

2 JJ4

In(l+z)=x— % + o(z?). Donc, In(1 + 2?) = 2% — 5+ o(z%).
2
Dong, f(z)=1-— % + o(z?).

On en déduit que ’équation de la tangente en 0 est y = 1.
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Chapitre 19 — Développements limités 3

2. On étudie le signe au voisinage de 0 de f(x) — 1.

Or, f(z)—1= —%. Donc la courbe est en dessous de la tangente au voisinage de 0.
|—-1L,1[— R
Exercice 5 Soit f : 1
T
1—a3

1. Déterminer, de deux manieres différentes, 1’équation de la tangente & la courbe en x = 0.

2. Etudier la position de la courbe par rapport a sa tangente.

Correction

1. Premiére méthode :
flx) =1+2%+o(2?).
On en déduit que ’équation de la tangente en 0 est y = 1.
Deuxieéme méthode :
L’équation de la tangente gst donnée par y = f'(0)z + f(0).
FO) =1 et f(z) = (1_3:;3)2 done (0) = 0
Dongc, la tangente a pour équation y = 1.

2. On étudie le signe au voisinage de 0 de f(x) — 1.
Or, f(z) — 1 =23,
Le signe de x? varie au voisinage de 0. Donc, avant 0, la courbe est en dessous de la tangente.
Apres 0, elle est au dessus de la tangente.

Exercice 6
1 1

1. Déterminer un équivalent simple de f(z) = —— — — en z = 0.
sin(z) =
. . Lo . 1 1
2. Déterminer un équivalent simple de f(z) = ——~ — — enz = 0.
sin®(z) =z
Correction
L 1 _l:x—sin(:n) _ ac—(x—%g—!—O(:cg)) _ %—FO(CL'?’))‘
sin(z) = xsin(z) z—0 xsin(z) =0  xsin(x)
z?
D ~ &
onc, f(z) z—0 22
1 1
Finalement, | — — L
sin(z) x 206
) 1 1 2? —sin?(z)  (x — sin(x))(z + sin(z))
Csin?(z) 22 a?sin?(z) 22 sin? ()
Or, x +sin(z) = z+x+0(x) = 2x+ o(x). Donc, x + sin(x) ~ 2.
z—0 z—0 z—0
o
Donc, par produit et quotient, f(z) ~ 6 1
z—0 X
1 1 1
Final t|————5 ~ —|
ATCON | G2z~ 22 250 3

Exercice 7 Déterminer le développement limité de f(x) = In(2 + sin(z)) en z = 0 a 'ordre 2.

Correction f(z) = In(2 + sin(z)) = In (2 (1 + sm2(:r))) =In(2)+In ((1 + sm(w)) = In(2) +In (1 + :;O(:CQ))

2 z—0
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Chapitre 19 — Développements limités 4

2 2

Donc, f(x) = In(2) + g - % + (9(932) = In(2) + g - % +o(z3) |

Exercice 8 [*| Déterminer un développement limité & 'ordre 3 en 0 des fonctions suivantes.

l.a— ——
e’ 4+ cosx
1
2. x> ———
v 3 + sin(z)
T
3. T+
CcoS T
Correction
1 1 =z 22 5 . .
1. — = — T4 T8 3).
eT + cosx =z—0 2 4+ 8 48x +o(@’)
1 1 = a2 a3

9. -~ L _r, T, T 3).
3Temz.03 0 27 16 oW

61‘

2
. = 14z +2%+ 23+ o(z?).
cosS T x—0 3

1
Exercice 9 [##] Soit f : z +— 22(e® — 1) cos ()
x

2
= O .
z—0 (:E )
2. Montrer que f ne possede pas de développement limité a ’ordre 3 en 0.
On raisonnera par l’absurde.

1. Montrer que f(x)

Correction

fa(;) = (e — 1) cos é

cos ()| <12 0= (e = cos ()| < ffe” - 1.

Or, lim |(e” — 1)| = 0 donc, par le théoréeme d’encadrement, lim |(e” — 1) cos ()‘ = 0.
z—0 z—0 X

1. On va étudier

0<

On en déduit que | f(z) =, o(z?) |

T—r

2. On raisonne par l'absurde et on suppose que f admet en 0 un développement limité a 1'ordre

3.
Donc, il existe a € R tel que f(x) =, az® + o(z?).
z—
x x
Donc, /(@) = a+0o(1). Donc, g : x — /() admet une limite finie en 0.
3 -0 3
On va montrer que c’est absurde.
1
Prenons Vn € N, z, = — et y, = ————. Ces deux suites convergent vers 0.
2mn 5 t+2mn
Tn __ 1 Tn __ 1 Yn __ 1
VneN, g(z,) = ° cos(2mn) = ° et g(yn) = © cos (W + 27m) = 0.

n
Donc, nll)rfoog(:cn) =1let ngrfoog(yn) = 0.
Dong, il est absurde de supposer que la fonction g admette une limite finie en 0.
la fonction f n’admet pas de développement limité a I'ordre 3 en O. ‘

Donc,
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