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Exercice 1 — Factorisation de polynémes

1. P=X*+3X34+4X% 43X + 1.
Nous remarquons que —1 est racine de P (car P(—1) = 0).
Examinons la multiplicité de cette racine : P’ = 4X3 4+ 9X? + 8X + 3. On remarque que P(—1) =
—44+9—843=0. Donc —1 est racine multiple de P.
1l existe donc Q € C[X] tel que P = (X + 1)%Q.
On déduit de cette relation que deg(P) = deg[(X + 1)?] + deg @, d’ott deg@Q =4 — 2 = 2.
1l existe donc (a,b,c) € C3 tels que Q = aX? +bX +c.
Ainsi, (X +1)2Q = (X2 +2X+1)(aX?+bX +c¢) = aX*+ (2a+b) X3+ (a+2b+c) X%+ (b+2¢) X +c.

a=1

2a+b=3 a=1
Donc par identification, P = (X +1)2Q <= a+2b+c=4 <= { b=1

b+2c=3 c=1

c=1

On en déduit P = (X +1)3(X%2+ X +1).

Il faut maintenant factoriser le trinéme X2 + X + 1 en cherchant ses racines. Son discriminant est
strictement négatif. Il admet deux racines complexes conjuguées que l'on peut mettre sous forme
trigonométrique : e et e F . Puisque le coefficient dominant de ce trindme est 1, on a la factorisation

2im 2im

X2+ X+1=(X—e3)(X —e 3). On en déduit la factorisation de P en produit de polynomes de

_ 2T

degré 1:| P=(X+1)2(X —e3)(X —e ) |

2. Q=2X*-7X3+9X% -5X + 1.
On constate que Q(1) = 0 et Q'(1) = 0. Donc 1 est racine multiple de Q. Donc @ est divisible par
(X —1)? et le polynome quotient est de degré 2.
En écrivant Q = aX?+bX + ¢, en développant (X —1)2(aX?+bX +c¢) et en identifiant les coefficients
de ce polynome avec les coefficients de P, on obtient P = (X — 1)2(2X? — 3X + 1). On s’intéresse

ensuite au trindme 2X?2 —3X 41 qui a pour racines 1 et 5 donc on a la factorisation : 2X? —3X +1 =
2(X —1)(X — 1) (ne pas oublier le coefficient dominant).
Ainsi: | Q=2(X -13(X -1) |

Exercice 2 — Géomeétrie.

>
7

Dans le plan muni d'un repére orthonormé (0,1, j), on considére les points A(1,1) et B(—2,3).

- ( —3 . . . :
1. Le vecteur AB ( 9 > est un vecteur directeur de la droite (AB). Donc cette droite a une équation

cartésienne de la forme 2z + 3y + ¢ = 0, avec ¢ € R & déterminer. Les coordonnées de A vérifient
l'équation car A € (AB). Donc 2 x 1+3 x1+¢=0.Douc= —5.

Ainsi, | 2z + 3y — 5 = 0 est une équation cartésienne de la droite (AB) |.




2. Soit H(z,y) un point quelconque du plan.

Hest le projeté orthogonal de M sur (AB) <— { A}?i(ﬁBB): 0
= { 2r+3y—5=0
e
-8
=13
e
_ 27
Yy=13
Donc le projeté orthogonal de M sur (AB) est le point H(I—g, %7)) .
6 A4
5 1

. =8
3. Ladistance de M ala droite (AB) est la distance M H. Or M H ( 18 ) Donc M H = (%)2 +(8) =
13
4v13
13

Ainsi, la distance de M a la droite (AB) est de %3173 unités de longueur |

Exercice 3 — Puissances de matrices.

1. Méthode 1 — Diagonalisation

(a) Puisqu’une matrice est proposée comme matrice inverse, on calcule les deux produits pour vérifier.

2 -4 -1
Soit B=1| -1 2 1
4 -9 =2
PB = BP = I3 donc | P est inversible d’inverse P~1 = B |.
10 2 —4 2 00
(b) PA=[2 0 —1).Puis,[D=[0 1 0
2 4 0 0 0 2
2 0 0
(c) Soit n € N. D est une matrice diagonale donc D" = 0 1 0
0o 0 27

(d) D= PAP~!. Donc, DP = PA. Donc,| P"'DP = A |




(e) Pour tout n € N, on définit la propriété de récurrence : H,, : "A" = PD"P~1”,
o Hy est vraie car PDVP~! = pLL, P~ = pP~! =, = DO.
e Soit n € N fixé quelconque tel que H,, soit vraie. Alors :

AL — A" A par définition de la puissance n 4 1 de la matrice A
= (PD"P~Y)(PDP~!) d’aprés H,, et la question précédente
= PD"(P~'P)DP~! par associativité du produit matriciel
= PD"ILbDP~!

— PDn-HP—l )

Donc, H,41 est vraie.

e Ainsi, d’apreés le principe de récurrence, | pour tout n € N, A" = PD"P~1 |.
2. Méthode 2 — Par le bindme de Newton.
(a) Aprés caleuls, | B2 = —B |

(b) Pour tout k& € N*, on définit la propriété de récurrence : Hy, : "B¥ = (=1)*1B”,
e H; est vraie car (—1)°.B = B.
e Soit k € N* fixé quelconque tel que H,, soit vraie. Alors :

BF1 = Bk B par définition de la puissance k + 1 de la matrice A
= (=1)*"1.B.B d’aprés H,
= (—1)k1.B?
= (=1)*"1.(=B) par la question précédente
(
= (-1)*.B

Donc, Hi+1 est vraie.

e Ainsi, d’aprés le principe de récurrence, | pour tout k € N*, B¥ = (—1)*~1B |

(¢) Apres calculs, | B+2I3=A |

(d) Les matrices B et 2[3 commutent. D’apreés le binome de Newton,

_ kz:) <Z> BF(21;)"*

— (2[3)” + Z <Z> Bk(213)n7k
k=1

= 2"I3+ ) <:> (—1)FtB.2nF
k

3. Soit n € N.
1 00 8 0 —4
A" = 2"10 1 O —-(1-2")|—-4 0 2
0 01 18 0 -9

M _(1-2"8 0  4(1—2")
= 41—2m) 2v —2(1-27)
—18(1—2") 0 2" 49(1—2")



Donc,| A" =| 4—4x2" 2" 2x2" -2

9x2"—-8 0 4-—-4x2"

18x2"—-18 0 9-8x27

Exercice 4 — Suite de polyndémes

L. (a)

La connaissance de Py et P; et la relation de récurrence permettent de calculer :
Py=XP —Py=X?-2,

Ps=XP,— P =X(X?-2)- X =X3-3X,
Py=XP;—P=X(X3-3X)—(X?-2)=X*-4X2+2,

Ps=XP— Py=X(X*—4X?+2) - (X3 -3X)=X°-5X3+5X.

Dot : Py=X2—-2, P3=X3—3X, Py=X*—4X2+2, Ps=X®—5X3+5X.

On peut conjecturer sur le calcul des P, pour 1 < n < 5, que pour tout n € N*, P, est de degré
n et que son coefficient dominant est 1 (attention, ceci n’est pas vrai pour n = 0).

Nous allons montrer ce résultat par récurrence a deux pas.

Pour tout n € N*, on définit la propriété de récurrence

Q,, : 7 deg(P,) = n et son coefficient dominant est 1”

Initialisation : On utilise les expressions de P; et Ps.

P = X donc Py est de degré 1 et son coefficient dominant est 1. Ainsi, Qp est vraie.

P, = X2 — 2 donc P; est de degré 2 et son coeflicient dominant est 2. Ainsi, Qo est vraie.
Hérédité : Soit n € N* fixé quelconque tel que Q,, et Q, 1 soient vraies.

Il existe donc @, polynome de degré n, tel que P,y1 = X" + Q (d’aprés Q,41).

D’aprés la définition de la suite de polynémes, P10 = X (X" +Q) — P, = X""2 + XQ — P,.
X @ est un polynoéme de degré n+ 1 et P, est un polynéme de degré n d’aprés Q,. On en déduit
que P2 est de degré n + 2 et que son coefficient dominant est 1. Donc 9,42 est vraie.
Conclusion : Ainsi, d’aprés le principe de récurrence,

Pour tout n € N*, P,, est de degré n et son coefficient dominant est 1 |.

Soit 6 € R fixé. Montrer par récurrence que Vn € N, P,,(2cosf) = 2 cos(nf).
Pour tout n € N*, on définit la propriété de récurrence

Q" Pp(2cosf) = 2cos(nb)”

Initialisation : Py = 2 donc Py(2cos(f)) = 2. Par ailleurs 2 cos(00) = 2 cos(0) = 2. Donc Qg est
vraie.
P, = X donc Py(2cos(f)) = 2cos(). Donc Q; est vraie.
Hérédité : Soit n € N fixé quelconque tel que 9, et Q,11 soient vraies.
Par définition de la suite de polynémes, Pyio = X Ppy1 — Pp.
Donc Pp42(2cos(f)) = 2cos(0)Pyy1(2cos(0)) — Pp(2cos(f)). On applique Q,, et Qy,41, d’ou :
Pp12(2cos(f)) = 2cos(0)2cos((n+ 1)8) — 2 cos(nh).
On factorise par 2 et on écrit : cos(nf) = cos((n+1)0—6) = cos((n+1)8 cos(8)+sin((n+1)6) sin(6).
Dot Pp12(2cos(6)) = 2[2cos() cos((n + 1)0) — cos((n + 1)0 cos(0) — sin((n + 1)8) sin(0)]

= 2[cos((n + 1)0 cos(0) — sin((n + 1)) sin(0)]

= 2cos((n+1)8 + 6) (par une formule de trigonométrie)

= 2cos((n + 2)8). Donc Q,12 est vraie.

Conclusion : Ainsi, d’aprés le principe de récurrence, | pour tout n € N, P,(2cosf) = 2cos(nf) |

Soit k € [0,n — 1] fixé quelconque.
D’apres la question précédente, P, (2 cos (L + k—”)) = 2cos (n (% + k—”))

2n n n

Donc P, (2 cos (% + k—”)) = 2cos (g + k’/’l’) =0.

n

Ainsi, | pour tout k € [0,n — 1], 2 cos (% + ki) est racine de P, |

n

Soit n € N*. Pour tout k € [0,n—1],0< k< n—1.
Donc 0 < 2km < 2(n — 1)7 (on a multiplié par 27 > 0)



Donc T+ 2kt <7m+2(n—1)r < 2nmw

0<
0<7r+2k‘7r
2n

2k
Ainsi, pour k € [0,n — 1], les nombres 7T—;77T appartiennent a U'intervalle [0, ].
n

1
Donc < 7 (on a multiplié par 5 > 0).
n

De plus, soit k: € |]O n —2]. k < k+ 1, donc en multipliant par 7 > 0 puis en ajoutant 5, on
obtient o + < gt @ Donc Vk € [0,n — 2], z < Tgy1-
On a montre que 0 < z9g < x1... < Tpp1 << m. On applique la fonction cosinus, strictement
décroissante sur cet intervalle. On en déduit : cos(zg) > cos(z1) > ... > cos(xp—1). Puis, en
multipliant par 2 > 0 : 2cos(xg) > 2cos(z1) > ... > 2c08(Tp_1).

o+ %”) sont deux a deux distincts |.

Donc pour k € [0,n — 1], les nombres réels 2 cos (7=

Soit n € N*. Nous avons vu & la question précédente que P, admet n racines deux a deux distinctes
qui sont les nombres réels 2 cos (2n + ’%r), pour k € [0,n — 1]. Donc

n—1
k
I1 (X _ 2cos (” + W)) divise P,
- 2n n

Un calcul sur les degrés nous indique que le polynéme quotient est de degré 0, donc c’est un
polynéme constant, noté A. Par identification, on trouve que A est le coefficient dominant de P,.
Donc A = 1. On en déduit la factorisation suivante :

—1
Pa= T (X~ 2c0s (5 + 1))
k=

2. Factorisation de P;

(a)

Q est un trindme de discriminant 5 > 0. Il admet donc deux racines réelles distinctes qui sont

5+\/5et 5—5
9 9

. Son coefficient dominant est 1. On en déduit la factorisation suivante :

5+45 5-5
o= (x-257) (x-255)

) ) 5—VH
On remarque ensuite que Ps = XQ(X?). Donc Ps = X <X2 — +2\[> (X2 — f) .

5+v5  5—5

Or les réels 5 et 5 sont strictement positifs. On en déduit :

h_x X\/5+\/5 X+\/5+\/5 X\/5—\/S X+\/5—¢5
2 2 2 2
Nous pouvons classer les 5 racines de P5 obtenues a la question précédente dans 'ordre croissant :

/35 < 355 <0 <[5 < /55
Or a la question 7?7, nous avons vu que les racines de Pj étaient les nombres suivants, rangés dans
I’ordre croissant : 2(:05( ) < 2005( ) < 2005( ) < 2cos( ) < 2cos (10)

On en déduit : 2 cos (3”) =4/ S f et 2 cos (10) \/ 5+‘[ . D’ou :

10
Cos (110) = 101_2\/5 et cos (?1’—’6) = 104_2\/5 )




