Chapitre 24 — Dérivabilité d’une fonction réelle 1

Exercice 1 Pour chaque fonction, déterminer son ensemble de dérivabilité et calculer sa dérivée.
1. = e
fl)=e 4. f(x) = arctan(sh(z))

2. f(x)= o _ ch(x) — cos(x)
3. f(x)=In (i _T_ 1) 5 fl@) = sh(x) + sin(z)

Exercice 2 Etudier la dérivabilité en 0, puis sur R, des fonctions suivantes

1. Vz e R, f(z) = z|z|. (1>
xcos|— | pour z #0
) R, h(x) = :
2. Vx € R, g(x) = 3. Vo eR, hiz) 0 pourfc =0

x
lz| +1°

Exercice 3 Soit f la fonction définie par f(x) = 2* sur R} et f(0) = 1.
1. Montrer que f est continue sur R..
2. Montrer que f est dérivable sur RY et calculer sa dérivée.

3. La fonction f est-elle dérivable en 07

Exercice 4 Soient sh et ch les fonctions définies sur R par

et — e * e’ e *
Vr € R, sh(x) = ———— et ch(z) = etre”
2 2
1. Montrer que sh est dérivable sur R et déterminer sa dérivée.

2. Montrer que sh est une bijection de R dans un intervalle J a déterminer.
On note argsh sa bijection réciproque.

3. Justifier que argsh est dérivable sur J et déterminer sa dérivée en fonction de ch.
1

V1422

4. En remarquant que ch?—sh? = 1, montrer que Vz € R, argsh’(z) =

5. * Déterminer une expression de argsh.

1
Exercice 5 Soit f la fonction définie sur R par Vo € R, f(z) = B arctan(z).

1. Montrer que f est dérivable sur R et déterminer sa dérivée.
2. Montrer que f est une bijection de R dans un intervalle J & déterminer.

3. En déduire que ’équation f(z) = 0 admet une unique solution dans R.
Déterminer cette unique solution.

4. On s’intéresse a la suite (uy)nen définie par

UO:2
t
Vn e N, unH:amgW

(a) Montrer que Vn € N, wu, > 0.
Up

n’
(d) En déduire que la suite (u,)pen converge et déterminer sa limite.

)
(b) En utilisant I’égalité des accroissements finis, montrer que ¥n € N, u,41 < %un
(¢) En déduire que Vn € N, u,, <

)

Exercice 6 Soit la fonction f définie sur Ry par :
f(z) =z —a2*mnzsiz>0et f(0)=0.

1. f est-elle continue en 07
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2. f est-elle dérivable en 07 Est-elle dérivable sur R, ?
Préciser f’ sur son ensemble de définition.

3. f est-elle de classe C! sur Ry ? De classe C? sur Ry ?

Exercice 7 [*] Soit a €]0, 1].

«

t
1. Soit t €]0, 1[. Montrer qu’il existe ¢ €]t, 1] tel que " = a.c® L

2. En déduire que V¢ €]0,1], t* < a(t — 1) + 1.
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