Chapitre 25 — Sous-espaces vectoriels de R". 1

Exercice 1 Parmi les espaces suivants, lesquels sont des sous—espaces vectoriels de R? ou R3 ?

1. F={(z,y) € R? tel que z +y = 0} 4. F = {(z,2z),z € R}
2. F={(x,y) eR?>tel que v +y =1} 5. F={(z,y,y —x),(x,y) € RQ}
3. F={(z,y,2) € R3 tel que 2z +y — 2z =0} 6. F ={(z,y,3),(z,y) € R?}
Correction Pour montrer qu’un ensemble est un sous—espace vectoriel, on peut 1’écrire comme un
ensemble de combinaisons linéaires ou utiliser la définition.
1. F={(z,y) €R?% z+y=0}={(z,—2), v € R} =Vect((1,-1))
donc c’est un sous—espace vectoriel de R2.
2. (1,0) € F, (0,1) € F et pourtant (1,0) 4+ (0,1) = (1,1) ¢ F donc F n’est pas un sous—espace
vectoriel de R2.
3. On vérifie les deux points de la définition d’un sous-espace vectoriel.
e 05 = (0,0,0). .
204+0—0=0donc 03 € F.
e Soit (7, ) € F2. Soit A € R.
U = (z,y,2) et v = (a,b,c).
Montrons que \NU+ 7T eF.
MU+ T =A\a+a,\y+bAy+Db).
20z +a)+Ay+b) —(Az+¢)=AX2x+y—2)+ (a+b—c) =0. Donc, AU+ eF.
On en déduit que F' est un sous-espace vectoriel de R3.
4. On va vérifier les deux points de la définition de sous—espaces vectoriels.
(a) 05 = (0,2.0) donc 0j € F.
(b) Soit (&, 7) € F2. Soit A € R.
I(x,y) € R? tel que u = (v, 27) et v = (y, 2y).
AU+ = Mz, 2z) + pu(y, 2y) = Az + py, 2(Ax + p.y)). Donc, AU+ EF.
Donc F' est un sous—espace vectoriel de R3.
5. On va vérifier les deux points de la définition d’un sous—espace vectoriel.
(a) 03 = (0,0,0 — 0) donc 03 € F.
(b) Soit (U, V) € F2. Soit \ € R.
(w1, y1,22,92) € R* tel que U= (w1, y1,91 — 1) et v = (22,92, Y2 — T2).
ANU+ T = Mx1,y1,y1 — 1) + (@2, Y2, y2 — 2)

= (Axy + pxo, Ayt + py2, Ayt + py2) — (Axy + pa2)).
Donc, AU+ €eF.

Donc F' est un sous—espace vectoriel de R3.

6. (0,0,3) € F et (1,1,3) € F. Pourtant, (0,0,3) + (1,1,3) = (1,1,6) ¢ F. Donc F n’est pas un
sous—espace vectoriel de R3.

Exercice 2

1. Ecrivez les ensembles suivants comme des sous—espaces vectoriels engendrés par une famille de
vecteurs & déterminer. (on parlera de famille génératrice)

(a) Dans E=R?: H = {(a — b,a + b,a — 3b) € R3, (a,b) € R?}
(b) Dans E=R" : G ={(a,...,a) e R", a € R}
(c) Dans E=R3: R= {(z,y,2) € R3 tel que # +y — z = 0}

2. Déterminer H N R. Est-ce un sous—espace vectoriel de R3 ?

Correction
1. (a) H={a(1,1,1) +b(-1,1,-3), (a,b) € R} =Vect((1,1,1),(-1,1 - 3)).
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(b) G =Vect((1,1,...,1,1))
() R={(z,y.z+y), (z,y) € R?} =Vect((1,0,1),(0,1,1)).
2. e Soit ¥ € HNR.
Comme U € H, il existe donc (a,b) € R?, tel que ¥ = (a — b, a + b, a — 3b).
Comme ¥ € R,a—b+a+b—a+3b=0ie a+3b=0.Doltv= (—4b, —2b, —6).
Donc ¥ €Vect((2,1,3)).
Donc HN R C Vect((2,1,3)).

3 1
e En prenant a = 3 et b= —5 on remarque que (2,1,3) € H.
De plus, 24+ 1 —3 =0 donc (2,1, 3) € R.
Donc Vect((2,1,3)) C HNR.
D’ou H N R = Vect((2,1,3)).
C’est donc un sous—espace vectoriel de R3.

On peut aussi affirmer en disant que H N R est I'intersection de deux sous—espaces vectoriels de R3.

. . - 3 r + vy + 2z = 0
Exercice 3 Soit G = {(az,y, z) € R* tel que { w - y + 32 = 0 [
Montrer que G est un sous-espace vectoriel de R3.

Correction On commence par résoudre le systéme.

r + y + 22 =0 - z + y + 2z =0
20 — y + 3z = 0  Lo+Ly—2I, - 3y — z =0
- {x+y+—6y: 0
z = =3y
r = Dy
< {z:—Sy

Donc, G = {(5y,y, —3y), y € R} =Vect((5,1,—3)). G est donc un sous-espace vectoriel de R3.

Exercice 4 Dans R, on note e] = (1,-1,1,2) et e = (—-1,2,3,1)
1. Déterminer Vect(ef, e3).

2. Soit (x,y) € R2. Soit « = (—2,z,y,3).
A quelle condition sur (x,y) est-ce que U est une combinaison linéaire de e et de &3 ?

Correction
1.

Vect(ef,e3) = )\1(1,—1,1,2)+)\2(—1,2,3,1),()\1,)\2)GRQ}.

— {(/\1 — Aoy = A1 4 222, A1+ 3A2, 221 + A2), (Mg, \g) € R2} .
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2.
—2=XA— A
= —A1 +2X
TeF «— I(M,A)eR2{ 7 LT
< (A d2) €R% A 3 43
3 =2\ + Ao
—2=X— A
9 3=2)\1+ X\
< 3()\1,)\2)6R, 2= A+ 2\
Y= A1+ 3\
1
3=
< E|(/\1,)\2)ER2, gz)\Z
T =—A + 2\
Yy = A1+ 3\
1
N
— I (A, \2) € R? §:)‘2
=4
_2
Y= 73
. 22
Finalement, @ € F < 2 =4 et yg.

Exercice 5 Dans R?, on note ef = (1, —1, —92),e5 = (—1,2,3),e5 = (3,—4,—7) et &5 = (—2,3,5).
1. Montrer que e e Vect( ef, e_2>) et e € Vect(_f, e_2>)
2. Montrer que Vect(ef, e3) CVect(e3, e;).

3. En déduire que Vect(ef, e3) =Vect(e3, e1).

Correction
1. e = 2¢f — & donc & € Vect(e_f, e_2>)
€1 =—¢i + e donc e} € Vect(e_1>,e_2>).

2. Vect(e—;),>,e—i) est un sous-espace vectoriel de R? donc il est stable par combinaison linéaire de
deux vecteurs inclus dans cet ensemble.
Donc, Vect(ef, e3) CVect(e3, €;).

3. On va montrer l'inclusion inverse.

el = ¢4 + e donc e € Vect(e_g, e_4>).

e = e} + 2e4 donc & € Vect(e_?z, e_4>).

Par stabilité par combinaison linéaire, Vect(es, e4

Par double inclusion, on obtient 1’égalité.

Exercice 6 Reprendre les quatre ensembles de I’exercice 2 et en donner une base.
Correction

Exercice 7 Soit n € N*. Soit (o, ¥) € (R")2. Soit A € R.
Comparer (en terme d’inclusion) les ensembles suivants : Vect((, 7'), Vect((W) et Vect((W,\. ).

Correction

° Vect(u) = {)\1.u, A € R} = {)\1.u 4+ 0w, A\ € R} C {Al.u + Ag.v, (/\1,)\2) € Rz}
donc Vect(u) C Vect(u,v).
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° Vect(u, )\u) = {Al.u + )\2(/\.u), ()\1,)\2) e R?2) = {()\1 + )\.)\g)u, ()\1, )\2) S RZ} = {Al.u, A € R}
Donc, Vect(u, A.u)=Vect(u)

Exercice 8 Les familles suivantes sont-elles des familles libres de R3 ?

1. ef = (1,0,1) et ey = (1,2,2).

2. & =(1,0,0), & = (1,1,0) et e3 = (1,1,1).

3.6l =(1,-1,1), e3 = (2,-1,3) et & = (—1,1,—1).

4. et =(1,2,1), & = (2,1,—1) et e3 = (1,—1,—2).
Correction

1. Soit (A1, X2) € R? tel que Ajey + Agea = 0.

A(1,0,1) + Ap(1,1,2) = (0,0,0) = { 24y =0

A1+ X =0 {)xlz()
: f—
A1 +2X =0

La famille (e1,e2) est libre.

2. Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que Ajeq + Ages + Ageg = 0.

AMFA+A3=0 A1 =0
A1(1,0,1) + A2(1,1,0) + A3(1,1,1) = (0,0,0) = A+ A3=0 = A =0
A3 =0 A3 =0
La famille (e, e2, e3) est libre.
3. e1 = e3 donc la famille est liée. Elle n’est pas libre.
4. Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que Aie + Aaea + Azez = 0.
A(1,2,1) 4+ A2(2,1,—-1) 4+ A3(1,—-1,-2) = (0,0,0)
A +2X 9+ A3 =0 A +2X + X3 =0 AMF+20+23=0
= 2)\1+)\2—>\3:0 = —3)\2—3)\3:0 = —3)\2—3)\320
Al — A —2X3=0 —3X—3X3=0 0=0

Le systéme a une infinité de solution donc la famille (e1, e, e3) n’est pas libre, elle est liée.
On a, par exemple, e; — es + e3 = 0.

Exercice 9 Soit k € R. Soient ef = (1,k,2), & = (—1,8,k) et e = (1,2,1).
Déterminez les valeurs de k pour lesquelles la famille est libre.

Correction Soit (A1, A, A3) € R3.
A —2X+23=0

kA +8X+2X3 =0
2M + kX + X3 =0

— AM—2X 0+ A3 =0
LQ(—LQ—k‘Ll;L3<—L3—2L1 (8 + k))\Q + (2 — k))\g — O(k + 2))\2 - )\3 — 0

A —2X+ A3 =0
= 8+Ek)A A+ (2—-k)A3=0
(k+2))\2*>\3:0

Si k # —8,
A —2X+A3=0 A —2X+ A3 =0
(8+k‘))\2+(2—]€))\3:0 — (8+k§)>\2+(2—k))\3:0
(k+2)Xs — A3 =0 Lo bt8)La=(kt2)La | (19 k4 k2)\g = 0
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Sik#4, k# -3,

A —2X+2A3=0 A —2X+23=0
BEhdo+(2—kM3=0 <= { B+kr=0
(12— k+EkHA3=0 A3 =0
A1 =0
< Ao =10
A3 =0

Dong, si k # —8, k # 4, k # —3, la famille est libre.
Si k=4,

Al —2X+23=0 A = —4)y
{12/\2—2)\3:0 = {)\3:6)\2

Donc, (—4,1,6) est solution du systéme. La famille n’est pas libre si k = 4.

Si k= -3,
A —2X 0+ A3 =0 A1 = 3\
{5)\24—5)\3:0 A {Agz—AQ
Done, (3,1, —1) est solution du systeme. La famille n’est pas libre si k = —3.
Sik=-—
Al —2X 4+ 23=0 Al =2 3+ A3=0
B+E)da+(2—k)A3=0 <= { 10\3=0
(k+2)>\2—)\3:O —6Xo — A3 =0
AM=0
<— A3 =0
A =0
Dong, la famille est libre si k = —8.

Exercice 10 Parmi les familles suivantes, lesquelles sont génératrices de R3 ?
1. ef = (1,0,0) et e = (0,1,0)

2. e =(1,0,0), e = (0,1,0) et e5 = (0,0,2)

3. e =(1,0,0), e = (1,1,0) et e—3>:(1,1,1).

4. el = (0,1,1), & = (1,0,1) et e3 = (1,1,0)
Correction

L. Veet((1,0,0), (0,1,0)) = {(z,4,0) , (2,) € R2}. Donc, (0,0,1) ¢Vect((1,0,0), (0,1,0)).
Ce n’est pas une famille génératrice de R3.

2. VeCt((]-?O?O)v (07 170)7 (0707 2)) = {(Z‘,y, 22) ) (x7y7 Z) € Rs} = {($7y7 2) ) (may7 2) € R2} = Rg'
C’est une famille génératrice de R3.

3. On va écrire les vecteurs de la base canonique comme combinaison linéaire des trois vecteurs
proposés.
(1,0,0) =eq, (0,1,0) = eg —eg et (0,0,1) = e3 — ea.
Donec, R? =Vect((1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)) C Vect(ey, e, e3).
Or, Vect(ey, ea, e3) C R3 donc, Vect(ey, ea, e3) = R3.

4. On va raisonner par analyse et synthese. Soit u = (z,y, z) € R3.
A : Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que u = Aje; + Aaea + Azes.
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N = PTrTY
Tt l_a:—2+z
= y:A1+)\3 = )\2:+
Z:)\1+)\2 y—Z+{E
=T
&Posons)\lzz_;Ji—Fy, 2:%%2%/\3:&.
vt T-ytz —z+z
Aer + Aoz + Aaeg = =2 (0,1,1) + ————(1,0,1) + T—=(1,1,0)

z—x+y z—x+y rT—y+z T—y+z Yy—z+xr y—z+zx
:0 O 0: .
(0272ty 2o ) (2oube g woye) (yoshe yoite ) g,

Donc, la famille (e, e, e3) est génératrice de R3. C’est méme une base de R3.

Correction

Exercice 11 Dans R3, on pose & = (1,1,1), e = (1,1,0), e = (0,1,1).
1. Rappeler la base canonique de R3.
2. Montrer que B’ = (e_f, s, e—3>) est une base de R3.

3. Donner les coordonnées du vecteur 7 = (8,4,2) dans la base 5.

Correction
1. 11 s’agit de la famille B = ((1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)).

2. On doit donc montrer qu’il s’agit d’une famille libre et génératrice de R3. On va commencer par
génératrice en utilisant la méthode d’analyse et synthese.

(a) Analyse Soit z = (1,72, 23) € R? exprimé dans la base canonique de R3.
Supposons qu’il existe (a1, as,a3) € R? tel que x = aje; + azes + azes.

Ty =a; +as as = IT1 — a1 as = T9 — I3
To =a1 +az+az = a1:x2—(x1—a1)—(x3—a1) = a1 =1 —To +x3
r3 = a1+ as a3 =3 —ap a3 = T2 — T

Donc, s'il existe une décomposition dans la famille (eg, ez, e3), elle est unique et donnée par
le systéme précédent.

(b) Synthése Soit x € R? dont les coordonnées dans la base canonique sont (1, xo,r3).
On a bien x = (z1 — z2 + z3)e1 + (v2 — x3)ea + (x2 — x1)es

On a donc trouvé une écriture de x € R3 comme combinaison linéaire de la famille (e1,€2,€3).
C’est donc une famille génératrice de R3.

De plus, la décomposition est unique donc c’est également une famille libre.
C’est donc une base de R3.

3. Par la question précédente, (8,4,2) = 6ej + 2e9 — 4es.

Exercice 12
1. Montrer que la famille (ef = (2,1,1),e3 = (1,4,3),e5 = (0,1,1), 4 = (1,2, 3)) forme une famille
génératrice de R3.
2. Est-elle libre ?
&, e, 3. 7).

3. Proposer une base de R? extraite de la famille (ef, 3, €3, e1
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