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Exercice 1.
1. Soient «, (3 et v trois réels.

ac+ Bd+ve =0 <= «a(—2,2,-3,1)+ [B(1,4,-2,2) +~(8,2,5,1) = (0,0,0,0)
—2a+0+4+8y=0

2 — =
a+484+2vy=0 — a+28+v=0
—3a—28+5y=0 B4+2vy=0
a+260+v=0

Ainsi, le systéme est de rang 2; il admet donc une infinité de solutions (paramétrées par
un paramétre), par exemple (en choisissant 7 comme paramétre, puis en posant 7y = 1) :

(o, B,7y) = (3,—2,1)(# (0,0,0)) est solution. On obtient la relation : | 3¢ — 2d + e = Opa.

La famille est donc liée.

2. e Les vecteurs a, b, ¢, d appartiennent a R* donc vect(a, b, c,d) C R*.
e Montrons que R* C vect(a, b, ¢, d).
Soit u = (z,y,2,t) un vecteur de R* fixé quelconque. On cherche (o, 3,7,d) € R?* tels que
aa + Bb+ ye + dd = u.

a—pF—=-2y+0==x

—a+20—-2y+40 =y

a—pF—=3y—-20==z
B+y+20=t.

aa+ b+ ye+dd=u <=

on échelonne le systéme
a—pf—=2v+d=2x
B +5i=x+y
y+20=y+ 2
—5)=—xr—2y—z+1.

On remarque que le systéme est de Cramer. Donc il existe une (unique) solution. Donc il existe
a, B, v, 0 appartenant a R tels que u = aa + b+ e+ dd. cela signifie que u € vect(a, b, ¢, d).
Ainsi, R* C vect(a, b, ¢, d).

On déduit des deux points précédents que R* = vect(a, b, ¢,d). Donc la famille (a,b,c, d) est
une famille génératrice de R*.

De plus, cette famille est libre.

On peut donc conclure que | la famille (a, b, ¢, d) est une base de R*.

r—z—1t=0
3. (a) L’ensemble G est I'ensemble des solutions du systéme 0t — 0 (celui qui définit
y — =
G). On résout ce systéme (qui est déja sous forme échelonnée). Pour cela, on a besoin de
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deux parameétres :

G={(z+12t2z1), (z,t) e R*}.

On modifie Iécriture de 'ensemble G :
G={(z+12t21), (2,t) e R*}
={(2,0,2,0) + (t,2¢,0,t), (z,t) € R*}
={2(1,0,1,0) + ¢(1,2,0,1), (z,t) € R*}
= Vect ((1,0,1,0),(1,2,0,1)).

Cette nouvelle écriture nous permet d’affirmer facilement que

G est un sous-espace vectoriel de R* et que ((1,0,1,0),(1,2,0,1)) est génératrice de G.

Les deux vecteurs de la famille exhibée ci-dessus ne sont pas colinéaires, ils forment donc

une famille libre. Donc, | la famille ((1,0,1,0),(1,2,0,1)) est une base de G.

Les coordonnées du vecteur ¢ vérifient les deux conditions d’appartenance de G donc

7 eq.

Soit (X, 1) € R? tel que @ = A(1,0,1,0) + u(1,2,0,1). Donc,

—2=A+pu
2=2u
—3=A
l=p

Donc, 1 =1 et A = —3. On peut donc écrire | @ = —3(1,0,1,0) + (1,2,0,1).

TEF « 3 eR? T =20 +ud

2 \+pu=x
2N +4p =
<~ 3(\p) € R? Te=y
-3\ —2u==z
A+2u=t.

<= le systéme précédent posséde au moins une solution.

On résout donc ce systéme d’inconnues A, p € R :

2 +p==x A+2u=t
2N+ 4p = =
+4p =y PN dp = z+ 3t
-3\ —2u==z 0=y—2t
A2u=t 0=4x — 5z —Tt.

Le systéme admet une solution si, et seulement si, les conditions de compatibilité du systéme
sont vérifiées.

Alinsi, o appartient a F si, et seulement si, y — 2t =0 et 4v — 52 — 7t = 0.

Exercice 2

1. Posons (5) le systéme :

r+y+z+t=0
20 +3y+2+20=0
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(F est donc ensemble des solutions du systéme (5)).
En résolvant (S) par la méthode du pivot de Gauss, on obtient 1’ensemble des solutions de
(S) qui est :

{(=22—t,2,2,1) | (2,t) € R?},

qui s’écrit aussi vect((—2,1,1,0),(—1,0,0,1)). Dot F = vect((—2,1,1,0),(—1,0,0,1)).

Donc F est un sous-espace vectoriel de R%.

La famille ((—2, 1,1,0),(-1,0,0, 1)) est une famille génératrice de F. De plus, elle est com-
posée de deux vecteurs non colinéaires donc elle est libre. Ainsi,

B=(-2,1,1,0),(—1,0,0,1)) est une base de F.

. Par définition, la famille ((1, 1,1,1),(1,0,1, O)) est une famille génératrice de G. Elle est libre
car constituée de deux vecteurs non colinéaires. Donc

C= ((1, 1,1,1),(1,0,1, O)) est une base de G.

.OnaD=(u =(-2,1,1,0),w = (~1,0,0,1),a5 = (1,1,1,1), 5 = (1,0,1,0)). Montrons
que D est une base de R?. Soient o = (a, b,c,d) € RL
Analyse. Supposons qu'il existe (z,y, z,t) quatre réels tels que U = ] + yuh + 2ub + tug.

—2r—y+z+t=a r+z=0
Alors v Donc, y+z
r+z+t=c —2r—y+z+t=a
yt+z=d r+z+t=c
(z+2=0 r+z=0»b
=d =d
Donc, y+z Donc, y+z
—y+3z+t=a+2b dz+t=a+20+d
_—a+b—d+c
_—a—3%+3d+c
Donc, v= 4
a+3b+d—-c
2=
4
\t:c—b
Syntheése.

Catb—d —a—3b+3d 3b+d —
e e e ARy

Donc D est une famille génératrice de R?.

De plus, la décomposition obtenue est unique donc on en déduit que | D est une base de R*.

. Soit W un vecteur de R* fixé, quelconque.

(a) Ex1stence Pulsque D est une b base de R%, il ex1ste (z,y,2,1) € R* tels que W = zu] +
yu2 + zu3 + tu4 Posons U = xul + yu2 et 7 = zu3 + tuj.
Onabien| W eEFet W eG, et W6 =1u+ 0.

(b) Unicité :

i. Montrons les deux inclusions :

e "N G est un sous-espace vectoriel de R* (cours) donc O« € F N G.
Donc {Ops} C FNG.
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e Réciproquement, soit W e FNG fixé quelconque.
P_u)isque D est une base de R*, il existe z, v, z,t € R tels que U =zu] +y@> +2uh +
tU4.
De plus, @ € F donc il existe (z/,y/) € R? tels que @ = 2'u] + /u. Donc
U = 2'ui + y'us + 0wl + 0. De méme, W € G donc il existe (2/,t) € R? tels que
U = 2'ul +t'us. Done W = 2'uj + y’u_g + 0ws + 0w;. Par unicité des coordonnées
dans une base, on en déduit que

r=12 =0
y=y =0
z2=0=2
t=0=1

Donc (z,y, z,t) = (0,0,0,0). Donc FNG C {Opa}.
Ainsi, | FNG ={(0,0,0,0)}.

ii. Puisque uj + 0f = ub + 03, on en déduit up — uj = v — v3. Or
o Ui et U appartiennent a F', qui est stable par combinaisons linéaires (en tant que
sev de R%), donc u} — uf € F.
A - - y N 192 I , . - =
e De méme, v] —v3 € G. D’aprés ’égalité précédente, cela veut dire que us —uj € G.
Ainsi, u—u} € FNG. D’aprés la question précédente, on en déduit s — u = ORa,

d’oll u_{:u_g.Puis, 1)_1):1)_2)

iii. Conclusion :|V& e R, (W, V)eFxG: W =U+ 7.

Exercice 3.

1. .fCM3<R);
e la matrice nulle 0 appartient & F car 0A = A x 0=0;
oM, N € F, YA € R MA = AM et NA = AN donc (AM + N)A = AMA+ NA =
MM + AN = A(AM + N) autrement dit AM + N € F

F est donc un sous espace vectoriel de M3(R)

2. Soit (a,b,c) € R3.

y—z=a r+z=0b
r+z=0"b — y—z=a
—r—y—z=c Laerla —Xr—Yy—z=c
r+y==>b
— Yy—z=a
La+Ls+1L Ly —bc
r+z=0b
= y—z=a
L3+ L3+Lo a4 btc

Le systéeme est de rang 3 donc | P est inversible |.

r+z=0 r+2=25
y—z=a = y=-b—-c
—2=a+b+c Laelo=Ls z=—a—b-—c
z=a-+2b+c
= y=—-b—c
L1+ L1—L2
z=—-a—-b—-c



1 2 1
Donc| P! = 0O -1 -1
-1 -1 -1

3.(a) PT'"AP=Cet A= PCP™.

(b)

Soit M € Mg(R)

MeF <— AM=MA
— PCP'M=MPCP!
— CP'M=P'MPCP!
— CP'MP=P'MPC
~— P 'MPeg
0O 0 0
8 [1) _01 1 00
2 __ _ 2 _
C_OOO 0 0 o0 etD—Ig+C—888
0 0 -1 0 -1 0
01 0 0 0 -1
a b ¢ 0 0 0 0 ¢ —=b
Soit N=1| d e f | e M3(R).OnaCN=| —g —h —i |etNC=| 0 f —e
g h 1 d e f 0 ¢+ —h

NeG <= (CN=NC
c=-b=—g=d=0

— f=-h
e=1

a 0 0

<~ N=|0 e f
0 —f e

<= N =aD — fC — eC?

Donc | G = Vect(D, C, C?) |.
Soit )\1, )\2, )\3 € R tels que )\1D + )\QC + )\3.02 =0.

A O 0 000
AlOI‘S7 0 —)\3 —)\2 =10 0 0]}. DOIlC7 )\1 = 0, )\2 = 0, )\3 =0.
0 A —X3 000

Donc (D, C,C?) est libre. C’est une base de G et | la dimension de G est 3 |.

Soient N et N’ deux éléments quelconques de G.
CNN' = NCN’ car C' et N commutent.

Donc, CNN'= NCN’' = NN'Ccar C et N' commutent. Donc NN’ € G.

Soient (z,y, z) les coordonnées de N dans la base (D, C, C?). Soit (2, y/, 2') les coordonnées
de N’ dans la base (D, C, C?).

(xD + yC + 2C?)(2'D + y/'C + 2/C?) = x2'D? + 2y DC + 22’/ DC? + y2'CD + yy'C? +
y2'C? + 22'C?D + 2y C3 + 22/ C4.

Or, D?=D, DC=CD =0, DC? =C?D =0, C® = —C et C* = -C~.

Donc, | NN’ = x2'D — (y2' + 2y')C + (yy' — 22")C? |




