Chapitre 26 — Sous—espaces vectoriels de dimension finie. 1

Exercice 1 Répondez par Vrai ou faux aux questions suivantes.

Vrai | Faux

Un sous-espace vectoriel de R* est de dimension inférieure ou égale & 4.

Toute famille de 3 vecteurs de R? est une base de R3.

Toute famille contenant une famille génératrice de R™ est une famille génératrice de R".

Toute famille contenant une famille libre est encore une famille libre.

Si F' C G alors dim(F') < dim(G).

Si dim(F') =dim(G) alors F' = G.

Si une famille contient 3 vecteurs de R* alors elle est libre.

Exercice 2 Pour chacun des ensembles F' proposés, déterminer une base et la dimension.
1. F={(z,y,z1t) € R* tel que 2y +z—t =0}

2. F={(z+vy,y,2) €R3 avec (z,y,2) € R}

3. F={(r,y,2) €R3 tel que = =2y =3z}

4. F = {P € R3[X] tel que P(1) =0}

5. F = Vect((X — 1)2,X2, (X + 1)?).
Correction

1. F={(x,y,2,t) e R? tel que 2y+2—t=0}={(z,y,2,2y+2), (x,y,2) € R3} donc
F =Vect((1,0,0,0), (0,1,0,2), (0,0,1,1)).
Cette famille est une famille génératrice de F'. Montrons qu’elle est libre.
Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que A1(1,0,0,0) + A2(0,1,0,2) + A3(0,0,1,1) = (0,0,0,0).

A =0

A =10
Donc As = 0

222+ X3=0

DOHC, )\1 == )\2 == )\3 =0.
Cette famille est donc une base de F. Ainsi, dim(F') = 3.

2. F =Vect((6,3,2)). Cette famille est constituée d'un seul vecteur non nul donc elle est libre. ¢’est
une base de F. Ainsi, dim(F') = 1.

3. Soient a,b,c € R. Soit P = aX? + bX? + cX + d.

PeFsat+btc+d=0cP=aX?+bX>+cX—-a—-b—c
SP=aX3-1)+bX>-1)+¢(X 1)
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Chapitre 26 — Sous—espaces vectoriels de dimension finie. 2

donc F =Vect(X — 1,X% — 1,X3 — 1).
On a déterminé une famille génératrice de F'. Montrons qu’elle est libre.
Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que A\ (X — 1) 4+ Aa(X2 — 1) + X\3(X% - 1) = 0.

A3 =0

. . . . A =0

Par identification des coefficients, \ 0
1 pr—

As— Mo =0-\ =0
DOHC, )\1 == )\2 = )\3 = 0.
Cette famille est libre. C’est une base de F' donc dim(FE) = 3.

4. La famille (X — 1)?,X?, (X + 1)?) est génératrice de F.
De plus, en précédent comme dans la question précédente, on montrer que cette famille est libre.
C’est une base de F. Ainsi, dim(F') = 3.

Exercice 3 Soient F et G les deux ensembles suivants

F = {(x,y,z,t)€R4 tel que x+y+t:Oet2x—i—y+z:0}
G = VeCt((_2717371)7(0717_1a_1))

1. Montrer que F' est un sous—espace vectoriel de R* et déterminer sa dimension.
2. Montrer que G C F.
3. Montrer que G = F.

Correction
1. Soit (z,v,2,t) € R

r+y+t=0 o r+y+t=0 r=—-y—t
20 +y+2=0 —y+2—-2t=0 z=y+2t

Donce, F = {y(-1,1,1,0) + t(—1,0,2,1), (y,t) € R?} =Vect((—1,1,1,0),(-1,0,2,1)).

F est donc un sous—espace vectoriel de dimension finie et on en connait une famille génératrice.
Montrons qu’elle est libre.

Les deux vecteurs sont non nuls et non colinéaires donc ils forment une famille libre.

On a donc une base de F et dim(F') = 2.

2. On va montrer que les deux vecteurs qui engendrent G appartiennent a F.
e 2+1+1=0et—-44+1+3=0donc (-2,1,3,1) € F.
e0+1—-1=0et0+1—1=0donc (0,1,-1,-1) € F.
Or, F est stable par combinaison linéaire donc Vect((—2,1,3,1),(0,1,-1,—1)) C F.

Donc, .

3. Déterminons la dimension de G.
La famille génératrice de G est libre puisque les vecteurs sont non colinéaires. Donc, c’est une
base de G et dim(G) = 2.

Ainsi, G C F et dim(F') =dim(G) donc .

Exercice 4 Déterminer le rang des familles suivantes.
1. el =(1,1,0,1), &5 = (1,—1,1,0), e = (2,0,1,1), e = (0,-2,1,—1)
2. el =(-1,2,2), e5 = (4,-2,-1), & = (3,—1,1), e = (-7,3,0)
3.60=X—-1,3=2X,65=X?2—3Xet e =3X3+X2-2

Correction On va écrire la matrice de la famille dans la base canonique, notée B. de ’espace vectoriel
adapté.
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1. Soit Ay =matp, (€7, €3, €3, e_4>). On a A4;

_ o = =
=

I A1 =
g( ) Lo<Lo—Lqy et Ly« Lq—1L1

L3<2L34Ls et Lyc2L4—1Lo

DOHC, rg(e_1>, e—2>7 €_>7 €—4>) =2.

rg

rg

1
0
0
0

1
0
0
0

1
-2
1
-1
1
-2
0
0

2
—2
1
-1
2
—2
0
0

2. R? est un espace vectoriel de dimension 3 donc rg(ey, ea, €3, e4) < 3.

0
-2
1
-1
0
-2

-7
—-17
—14

-1 4 3 -7
Soit Ay =matp, (e1,e5,e3,e4). Ona Ay =| 2 —2 -1 3
2 -1 1 0
-1 4 3
A = 0O 6 5
rg( 2) Lo<—Lo+2L1 et L3« L3+2L1 rg 0 7 7
-1 4 3 -7
; L: . r 0O 6 5 -—17
3+-6L3—7l2 0 0 7 35
Donc, rg(ef, €3, €3, e1) = 3.
-1 0 0 -2
3. Soit As :matgc(ﬁl},ﬁg,ﬁg,ﬁi)- On a A3 = (1) g _13 (1]
0O 0 O 3
-1 0 0 =2
0o 2 -3 -2
rg(A3) LQHEQ—&-Ll t 0 0 1 1
0O 0 O 3

— = = =
DOHC? I'g(P1,P2,P3,P4) =4

Exercice 5 On considére dans R3 les vecteurs @ = (1,2,3) et ¥ = (3,2,1).

1. La famille (¥, ¥) est-elle une base de R3?

2. Complétez la en une base de R3. On notera cette base B.

3. Soit W = (1,4,7) et soit @ = (—1,6,9).

Déterminer la matrice de la famille (W, 77) dans la base B.

Correction

1. R3 est un espace vectoriel de dimension 3 donc les bases sont formées de 3 vecteurs. Donc,

(W, ) n'est pas une base de R?.

2. On doit ajouter un vecteur pour former une base de R®. On va compléter avec des vecteurs de

la base canonique de R3.

Soit ef = (1,0,0). Etudions la liberté de la famille (7, 7, 7).
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Chapitre 26 — Sous—espaces vectoriels de dimension finie. 4

Soient A1, Ao, A3 € R tels que M@ + A0 + A3&] = Os.
A1 +3A+ A3 =0
Donc, ¢ 2X\1 +2X5 =10
M+ =0
A +3X+2A3=0
Donc, —4Xg —2X3=0
—8Ay —3A3=0
Al +3A+A3=0
Donc, ¢ —4Xy —2X3=0
A3 =0
Donc, A1 =0, 2 =0 et A3 =0.
Donc, la famille est libre. De plus, cette famille est constituée de 3 vecteurs dans un espace
vectoriel de dimension 3. Donc, c’est une base de R3.

3. Soient A1, Ao, A3 € R tels que (1,4,7) = \. W + M.V + Asey.

AM+3X+A3=1

Donc, 2M + 2\ =4
M+ A =7
MA+3N+A3=1

Donc, ¢ —4Xy —2X3 =2
-8l — 33 =4
AM+3+A3=1

Donc, —4Xg —2)3 =2

A3 =10

o’

2

Donc, \ :;1
2T 2

A3 =10

5 1
Donc, U = 57 — 57 + 0?1.

On fait de méme pour 7.

Soient A1, A2, A3 € R tels que (—1,6,9) = M.+ MU+ Nseq.
AMF+3N+A3=-1

Donc, ¢ 2\ +2X2 =6

3\ +X=9
AM+3X+ A3 =—-1
Donc, —4)\2 - 2)\3 =38
{ —8Ay — 33 =12
AMF+3N+A3=-1
Donc, ¢ —4Xy —2X\3 =18
K=
A =3
Donc, ¢ Ao =0
=
Donc, U =3U 407 — 4?1.
> 3
Finalement, mat(ﬁja)(ﬁ, N
0

%
Exercice 6 Soit F' un sous—espace vectoriel de R de dimension 3. Soit (7, b ,7) une base de F.

1. La famille (@ + ?, a — 7, ) est-elle une famille libre ?
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2. La famille (@ + ?, @ — 7, ) est-elle une base de F'?

3. Si oui, déterminez la matrice de la famille (@, ?, @) dans la base (@ + 7, a—b,7).

Correction
L. Sofent A1, Az, Ag € R tels que (@ + B)+ (T = B)+ M7 = 0p.
Done, (A1 +A2)@ + (A — X2) b + A€ = Oz
N M+X=0
Or, la famille (7, b ,7) est libre donc ¢ Ay — Ao =0
A3 =0

— —
Donc, Ay =0, A =0 et A3 = 0. Donc, la famille (E> +b,d—b ,?) est libre.
. — — — — . , . . ; .
2. La famille (¢ + b, d — b ,7) est constituée de 3 vecteurs en dimension 3 et c’est une famille
libre donc c’est une base de F'.

3. On va décomposer les trois vecteurs de la base initiale dans la nouvelle base.
1 - 1 —
d==(d+b)+=(d—1)

5
7=7
1 1 0
2
= B £
Donc, mat(5>+3>’7_—b>,7)(a,ba7)— z 71 0
0 0 1

Exercice 7 On considere ’ensemble E = {(un) e RN tel que Vn €N, upig + dupi + 4u, = 0}.
1. Montrer que E est un sous—espace vectoriel de dimension finie.

2. Déterminer une base de E et sa dimension.

Correction

1. L’équation caractéristique associée est X2 +4X +4 = 0 et —2 est solution double.
Donc, (up)nen € E < 3 (A,B) € R?2 /¥n €N, u, = (A+nB)(-2)" = A(-2)" + Bn(-2)".
Donc,
E = Vect (((—=2)")nen, (n(—2)" )nen)

C’est un sous—espace vectoriel de ’ensemble des suites et il admet une famille génératrice donc
il est de dimension finie.

2. Montrons que cette famille est libre. Soit (A1, A2) € R? tel que Vn € N, A(—2)"+Agn(—2)" = 0.
A =0

A1(=2) + A2.(=2) =0

Donc, )\1 = )\2 =0.

La famille est libre. C’est donc une base de E et dim(FE) = 2.

Donc,
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