Lycée Marcelin Berthelot - BCPST 1A

TD3; Raisonnement par récurrence.

1 Récurrence simple

Exercice 1 (e00)
1. Soit g € R et (1) nen Une suite telle que pour tout n €N, uy1 = gu,. Quelle est la nature de la suite (u,)?
Montrer que pour tout n €N, u, = g" up.

2. Soit r € R et () nen Une suite telle que pour tout n € N, u,41 = Uy +r. Quelle estla nature de la suite () ?
Montrer que pour tout n €N, u, = ug+r x n.

Exercice 2 (e co0)
On considere la suite (1) ,en définie par vy =1 et

VnelN, upy=2u,—n+1l.

Montrer que pour tout n € N, u, = n.

Exercice 3 (e ¢0)
Soit (1) nen la suite définie par uy =2 et

1 2n+3
VnelN, un+1:§un— 7

Montrer que

1
VneN, u,=—-2n+1.
271

Exercice 4 (e ¢0)
Démontrer que pour tout a € R* et pour tout €N, (1+a)" =1+ na.

Exercice 5 (e o)

Pour cet exercice, on rappelle les points suivants : soit (V) nen Une suite de nombres réels.
o Ondit que (v,) nen €St monotone si (V) nen €St croissante ou si (V) nen €St décroissante.
o On dit que (vy,) est majorée s'il existe M € R tel queVY neN, u, < M.

On dit que (vy,) est minorée s'il existe m e R tel queVY neN, u; = m.
o Si (V) nen est croissante et majorée alors (v,) nen COnverge.
o Si(vn)nen est décroissante et minorée alors (vy,) nen cOnverge.
Soit (u5) nen la suite définie par u € [0,1] et
u, u’
VneN, upp =7+T".
. Montrer par récurrence que Y n €N, u, € [0, 1].
. En déduire que (u,) sen €St moOnotone.

w N -

. Déduire de ce qui précede que (u,) ,en CcOnverge.

W~

. (%) Déterminer la limite de la suite (¢;,) zen.

Exercice 6 (e ¢0)
Dans cet exercice, on cherche a montrer par récurrence que pour tout entier n = 4,

2" > n?,

1. En étudiant le trindbme du second degré x%—2x—1, montrer que pour tout entier n = 3, n?=2n+1.
2. Montrer par récurrence le résultat souhaité.
3. Pourquoi le résultat n’est-il valable que pour n =47
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2 Récurrence double

Exercice 7 (e 00)
Soit (uy) nen la suite définie par ug =2, u; =3 et

VnelN, upi2=3uy+1—2uy.
1. Démontrer que
vneN, wu,=1+2"
2. Quelle est la limite de la suite (1) ?

Exercice 8 (e ¢0)
Soit (u5) nen la suite définie par up =1, u; =8, et

VneN, upi2=4Upi1— Un).

Montrer que
vneN, u,=2"Gn+1).

Exercice 9 (e e o)
Soit (u#,) nen la suite de Fibonacci, définie par up =0, u; =1 et

VneN, uUjpio=uUp+uy.

Cette suite célebre est étudiée depuis fort longtemps, elle apparait dans les écrits de savants indiens des le
3éme siecle avant J.C., et doit son nom a Leonardo Fibonacci, un mathématicien italien qui vécut entre les
12éme et 13éme siecles. Il introduit cette suite pour décrire la croissance d'une population de lapins (dans un
modele simplifié) : « Quelqu'un a déposé un couple de lapins dans un certain lieu, clos de toutes parts, pour savoir
combien de couples seraient issus de cette paire en une année, car il est dans leur nature de générer un autre couple
en un seul mois, et qu'ils enfantent dans le second mois aprés leur naissance. » (Fibonacci, Liber abaci, 1202)

1. Montrer que I'équation x? = x+ 1 admet deux solutions réelles notées a et 3, avec a > 8. Exprimer a et .

2. Montrer que

an_ﬁn
VneN, u,=——m-.
" V5

3 Récurrence forte

Exercice 10 (e e o)
Soit (u;) la suite définie par uy =1 et pour tout n € N,

n
Up+1=UpF+ U +--F+ U= Z Uj.
k=0

1. Montrer, en utilisant une récurrence forte, que pour tout n € N*, u, = 2n-l

2. (%) Trouver une autre démonstration du résultat précédent, sans utiliser de récurrence forte.
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