
Chapitre 5

Suites usuelles
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Dans ce chapitre, nous étudions les suites réelles usuelles. Nous commençons par donner quelques
définitions générales concernant les suites, puis nous étudions dans l’ordre les suites arithmétiques,
les suites géométriques, les suites aritmético-géométriques et finalement les suites récurrentes li-
néaires d’ordre deux.

5.1 Généralités sur les suites

Définition 5.1. Une suite réelle (un)n∈N est une fonction deN dans R.

Remarque 5.1. On peut aussi définir des suites indexées par un sous-ensemble de N, par exemple
(un)n∈N⋆ .

Remarque 5.2. Il existe deux manières usuelles de définir une suite.

1. Explicitement : on donne l’expression de un en fonction de n, pour tout n ∈N.

Exemple 5.1. Par exemple la suite (vn)n∈N définie par

∀n ∈N, vn = 2n .

Il s’agit de la suite géométrique de premier terme 1 et de raison 2.

Ou encore la suite (wn)n∈N⋆ définie par

∀n ∈N⋆, wn = 1

n
.

Il s’agit de la suite dite harmonique.

2. Par récurrence : pour tout n ∈ N, un est défini en fonction d’un ou de plusieurs termes précé-
dents. On calcule les termes de proche en proche.
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Exemple 5.2. Par exemple la suite (un)n∈N définie par u0 = 17 et

∀n ∈N, un+1 = 3un +n.

Ou encore la suite de Fibonacci (Fn), définie par F0 = 1, F1 = 1 et

∀n ∈N, Fn+2 = Fn+1 +Fn .

Définition 5.2. Soit (un)n∈N une suite réelle. On dit que

• (un)n∈N est constante si ∀n ∈N, un = un+1.

• (un)n∈N est stationnaire s’il existe n0 ∈N tel que ∀n ≥ n0, un = un+1.

Définition 5.3. Soit (un)n∈N une suite réelle. On dit que

• (un)n∈N est croissante si pour tout n ∈N, un+1 ≥ un .

• (un)n∈N est strictement croissante si pour tout n ∈N, un+1 > un .

• (un)n∈N est décroissante si pour tout n ∈N, un+1 ≤ un .

• (un)n∈N est strictement décroissante si pour tout n ∈N, un+1 < un .

• (un)n∈N est monotone si (un)n∈N est croissante ou si (un)n∈N est décroissante.

• (un)n∈N est strictement monotone si (un)n∈N est strictement croissante ou si (un)n∈N est stricte-
ment décroissante.

Exemple 5.3. Donner des exemples de suites constantes, stationnaire, monotones, strictement mo-
notones.

Remarque 5.3. Attention, une suite n’est pas nécessairement monotone. Par exemple la suite ((−1)n)n∈N.

5.2 Suites arithmétiques

Définition 5.4

Soit (un)n∈N une suite réelle et r ∈ R. On dit que (un)n∈N est une suite arithmétique de raison r
si

∀n ∈N, un+1 = un + r.

Théorème 5.1

Soit (un)n∈N une suite arithmétique de raison r ∈R. Alors

1. ∀n ∈N, un = u0 +nr.

2. ∀ (p,n) ∈N2, un = up + (n −p)r.

3. (a) Si r > 0 alors la suite (un)n∈N est strictement croissante et tend vers +∞.

(b) Si r = 0 alors la suite (un)n∈N est constante.

(c) Si r < 0 alors la suite (un)n∈N est strictement décroissante et tend vers −∞.

Remarque 5.4. Une suite (un) est constante si et seulement si la suite (un+1 −un) est constante.
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Exercice 5.1. Soit (un) la suite arithmétique de premier terme 2 et de raison 7. Donner l’expression de
un en fonction de n ∈N, puis calculer u40.

Exercice 5.2. Soit (un) une suite arithmétique vérifiant u2 = 9 et u5 = 26. Quelle est la raison de (un) ?
Déterminer un en fonction de n ∈N.

Théorème 5.2: Sommes arithmétiques

Soient m et n ∈N, avec m ≤ n. Alors

n∑
k=m

k = (n −m +1)(n +m)

2
.

En particulier on retrouve la formule de la somme de Gauss
n∑

k=0
k = n(n +1)

2
.

Théorème 5.3: Somme des termes d’une suite arithmétique

Soit (un) une suite arithmétique de raison r ∈R. Alors, pour m,n ∈N, avec m ≤ n, on a

n∑
k=m

uk = (n −m +1)um + (n −m)(n −m +1)r

2
= (um +un)(n −m +1)

2
.

et en particulier
n∑

k=0
uk = (n +1)u0 + n(n +1)r

2
= (u0 +un)(n +1)

2
.

Remarque 5.5. On retient souvent la première formule grâce au moyen mnémotechnique suivant :

n∑
k=m

uk = (um +un)(n −m +1)

2
= premier terme+dernier terme

2
×nombre de termes.

Exercice 5.3. Soit (un) la suite arithmétique de premier terme −2 et de raison 3
4 . Calculer

25∑
k=10

uk .

5.3 Suites géométriques

Définition 5.5: Suite géométrique

Soit (un)n∈N une suite réelle et q ∈R. On dit que (un)n∈N est une suite géométrique de raison q
si

∀n ∈N, un+1 = qun .

Remarque 5.6. • Une suite géométrique de raison 1 est constante.

• La relation de récurrence ci-dessus ne présuppose rien sur u0.
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Théorème 5.4

Soit (un)n∈N une suite géométrique de raison q ∈R. Alors

1. ∀n ∈N, un = u0qn .

2. ∀ (n, p) ∈N2, p ≤ n ⇒ un = up qn−p .

Remarque 5.7. En particulier, si le premier terme de la suite est u1 alors on a

∀n ∈N, un = u1qn−1.

Remarque 5.8. Une suite géométrique dont le premier terme est nul est la suite constante égale à 0.

Théorème 5.5: Limite éventuelle d’une suite géométrique

Soit (un) une suite géométrique de raison q et de premier terme u0 ̸= 0.

1. Si q ≤−1 alors (un) n’a pas de limite lorsque n →∞.

2. Si −1 < q < 1 alors lim
n→∞un = 0.

3. Si q = 1 alors la suite (un) est constante.

4. Si q > 1 alors lim
n→∞un =

{
+∞ si u0 > 0,

−∞ si u0 < 0.

Théorème 5.6: Sommes géométriques

Soit q ∈R, m et n ∈N, avec m ≤ n. Alors si q ̸= 1

n∑
k=m

qk = qm −qn+1

1−q
= qm 1−qn−m+1

1−q

et en particulier
n∑

k=0
qk = 1−qn+1

1−q
.

Théorème 5.7: Somme des termes d’une suite géométrique

Soit (un)n∈N une suite géométrique de raison q ̸= 1. Alors, pour m,n ∈N avec m ≤ n, on a

n∑
k=m

uk = um
1−qn−m+1

1−q
= um −un+1

1−q
.

Et en particulier
n∑

k=0
uk = u0

1−qn+1

1−q
= u0 −un+1

1−q
.

Remarque 5.9. Si la raison q vaut 1 alors on additionne simplement n −m +1 fois le même terme, u0.
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Exercice 5.4. Soit (un) la suite géométrique de premier terme 2 et de raison 3. Calculer

15∑
k=7

uk .

5.4 Suites arithmético-géométriques

Nous abordons ici les suites arithmético-géométriques, qui définissent un concept plus général
que les suites arithmétiques et les suites géométriques.

Définition 5.6: Suites arithmético-géométriques

Soit (a,b) ∈ R2. Soit (un)n∈N une suite réelle. On dit que (un)n∈N est une suite arithmético-
géométrique si

∀n ∈N, un+1 = aun +b.

Remarque 5.10.

• Si a = 1, la suite (un) ci-dessus est une suite arithmétique de raison b. Si b = 0, la suite (un)
est une suite géométrique de raison a. Autrement dit, toute suite arithmétique est une suite
arithmético-géométrique, toute suite géométrique est une suite arithmético-géométrique.

• La relation de récurrence ci-dessus ne présuppose rien sur u0, qui peut-être quelconque.

• a et b sont des constantes qui ne dépendent pas de n !

Théorème 5.8
Soit (a,b) ∈R2, a ̸= 1 et (un)n∈N une suite réelle vérifiant

∀n ∈N, un+1 = aun +b

(donc une suite arithmético-géométrique). L’équation x = ax +b admet une unique solution l ∈R et la
suite (vn)n∈N définie par

vn = un − l

est une suite géométrique de raison a.

Remarque 5.11. • La recherche de l correspond à la recherche d’un point fixe, c’est-à-dire une
suite constante particulière qui vérifie la relation de récurrence.

• La suite de terme général vn = un − l alors « soltion de l’équation homogène associée » :

∀n ∈N, vn+1 = avn .

• L’équation homogène est l’équation dont le second membre b = 0.

Ce théorème nous permet de donner une formule explicite pour les suites arithmético-géométriques.
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Méthode 5.1: Expliciter les termes d’une suite arithmético-géométrique

Soit a,b ∈R avec a ̸= 1, et (un) une suite vérifiant

∀n ∈N, un+1 = aun +b. (⋆)

Pour exprimer un en fonction de n, pour tout n ∈N :

1. On résoud l’équation associée à (⋆), x = ax +b, dont l’unique solution est donnée par

l = b

1−a
.

2. On sait que la suite (vn) de terme général vn = un − l est une suite géométrique de raison
l . Donc

∀n ∈N, vn = v0an = (u0 − l )an .

3. Finalement,

∀n ∈N, un = (u0 − l )an + l =
(
u0 − b

1−a

)
an + b

1−a
.

Remarque 5.12. La formule donnant un en fonction de n n’est pas à connaître par coeur mais la mé-
thode est à connaître.

Exercice 5.5. Pour chacune des suites suivantes, exprimer un en fonction de n ∈N.

• La suite (un) une suite définie par u0 = 5 et

∀n ∈N, un+1 = 3un −4.

• La suite (un) une suite définie par u0 = 2 et

∀n ∈N, un+1 = 2un +1

3
.

• La suite (un) une suite définie par u0 = 5 et

∀n ∈N, un+1 =−un −2.

Théorème 5.9

Soit (a,b) ∈ R2 et (un) une suite arithmético-géométrique de paramètres (a,b), et de point fixe
l ∈R.

• Si u0 = l alors ∀n ∈N,un = l .

• Si u0 ̸= l , alors

1. Si |a| < 1, alors
lim

n→∞un = l .

2. Si a > 1, alors
lim

n→∞un =±∞
(le signe est donné par le signe de u0 − l ).

3. Si a ≤−1, alors (un) n’admet pas de limite lorsque n →∞.
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Remarque 5.13. Si |a| < 1 alors le point fixe l joue le rôle d’attracteur et la suite converge vers l . Si
a > 0 alors la suite converge de manière monotone vers l , et si a < 0 alors la suite converge en oscillant
autour de l .

5.5 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Les suites géométriques peuvent-être qualifiées de suites récurrences linéaires d’ordre 1. On s’in-
téresse ici à l’ordre 2.

Définition 5.7. Soit (un)n∈N une suite réelle. On dit que (un)n∈N est une suite récurrente linéaire
d’ordre deux s’il existe (a,b,c) ∈R3, a ̸= 0 et c ̸= 0, tel que

∀n ∈N, aun+2 +bun+1 + cun = 0. (⋆⋆)

On appelle polynôme caractéristique de l’équation (⋆⋆) le polynôme P (x) = ax2 +bx + c.

Remarque 5.14. — L’hypothèse a ̸= 0 et c ̸= 0 permettent d’assurer que l’on a bien une relation de
récurrence d’ordre 2.

— Pourquoi construire le polynôme caractéristique de la relation de récurrence ? Car r ∈ R est ra-
cine de P ⇔ la suite géométrique (un) = (r n) satisfait la relation de récurrence ∀n ∈N, aun+2 +
bun+1 + cun = 0.

On cherche à construire les suites récurrentes d’ordre 2 sous à partir de suites géométriques.

Propriété 5.1. Soient (un) et (vn) deux suites satisfaisant la relation (⋆⋆). Alors pour tout λ et µ ∈R, la
suite (λun +µvn)n∈N satisfait la relation (⋆⋆).

Théorème 5.10: Solutions de la récurrence d’ordre 2

Soit (un) une suite définie comme ci-dessus, et notons ∆ le discriminant de son polynôme ca-
ractéristique.

1. Si ∆> 0, on note r1 et r2 les deux racines du polynôme caractéristique, alors il existe λ et
µ ∈R tel que

∀n ∈N, un =λr n
1 +µr n

2 .

2. Si ∆= 0, on note r la racine double du polynôme caractéristique, alors il existe λ et µ ∈ R
tel que

∀n ∈N, un =λr n +µnr n = (λ+µn)r n .

3. Si ∆ < 0, on note r± = ρe i±θ les deux racines complexes conjuguées du polynôme carac-
téristique, alors il existe λ et µ ∈R tel que

∀n ∈N, un = ρn (cos(nθ)+ sin(nθ)) .

Les constants λ et µ sont déterminées par les deux premiers termes u0 et u1.

M. Marmorat 7



Lycée Marcelin Berthelot BCPST 1A 2024 - 2025

Méthode 5.2: Expliciter les termes d’une suite récurrence linéaire d’ordre 2

Soit a,b,c ∈R, a ̸= 0 et (un)n∈N une suite vérifiant

aun+2 +bun+1 + cun = 0.

Comment exprimer un en fonction de n ?

1. Considérer le polynôme caractéristique associé : P (x) = ax2 +bx + c.

2. Calculer le discriminant de P .

3. Appliquer le théorème précédent selon le signe de P :

(a) Si ∆> 0, en notant r1, r2 les deux racines distinctes de P , on sait que

∀n ∈N, un =λr n
1 +µr n

2 .

On trouve λ et µ en résolvant le système{
λ+µ = u0,

λr1 +µr2 = u1.

(b) Si ∆= 0, en notant r la racine double de P , on sait que

∀n ∈N, un =λr n +µnr n .

Les constantes λ et µ sont données par{
λ = u0,

λr +µr = u1.

Exercice 5.6. 1. Soit (un) la suite définie par u0 = 1, u1 = 2, et

∀n ∈N, un+2 = 5un+1 −6un .

Exprimer un en fonction de n.

2. Soit (Fn) la suite de Fibonacci définie par F0 = 1, F1 = 1, et

∀n ∈N, Fn+2 = Fn+1 +Fn .

Exprimer Fn en fonction de n.

3. Soit (vn) la suite définie par u0 =−1, u1 = 2, et

∀n ∈N, 2un+2 −4un+1 +2un = 0

Exprimer un en fonction de n.
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Méthode 5.3: Expliciter les termes d’une suite récurrente double avec second membre

Soit (un) la suite définie par u0 = 2, u1 = 4 et

∀n ∈N, un+2 −7un+1 +12un = 3. (5.1)

On cherche à exprimer (un) en fonction de n.

1. On cherche une suite solution particulière de la relation de récurrence (5.1). Comme le
second membre est constant, on peut chercher cette solution particulière sous la forme
d’une suite constante (α)n∈N. Ainsi on cherche α ∈ R tel que α−7α+12α= 3 c’est-à-dire
6α= 3, donc α= 1/2.

2. D’après le théorème précédent, la suite (vn) de terme général (un −α) vérifie la relation
de récurrence homogène

∀n ∈N, un+2 −7un+1 +12un = 0,

et v0 = u0−α= 3/2, v1 = u1−α= 7/2. Le polynôme caractéristique associé à cette relation
de récurrence est x2−7x+12 dont le discriminant vaut 1 et les deux racines distinctes sont
donc 3 et 4.

3. Ainsi il existe λ et µ ∈R tels que

∀n ∈N, vn =λ3n +µ4n .

On a v0 =λ+µ= 3/2 et v1 = 3λ+4µ= 7/2. On trouve µ=−1 et λ= 5/2. Finalement

∀n ∈N, vn = un − 3

2
= 5

2
3n −4n ,

donc

∀n ∈N, un = 5

2
3n −4n + 3

2
.
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