Lycée Marcelin Berthelot - BCPST 1A

[ TDg Nombres complexes ]

1 Forme algébrique

Exercice 1 (c00)
Placer dans le plan complexe les A, B et C d’affixes respectives

1 V3 1 V3

za=-1, zg=—+i—, zc=-—i—.
A B=57" €727

Quelle relation existe entre zp et z¢?

Exercice 2 (e00)
Déterminer la forme algébrique des nombres complexes suivants :

1 2(+0)+ii-1), 6. > o 2

2. V21— i) +2v2i(1 + 1), 1-1 " 1430
L 1+iv3

3. 14-1), 7. 2, 10. (1—iv2)?

4. (1+0)B+2i0), V3-i

5. 2V2+iv3)(3ivV3-V2), 8. 4-1)(1+1), 11. 1+

Exercice 3 (000)

1. Calculer i%, it i2, i3, i4, i°.

2. Pour n € N, donner la forme algébrique de i" + i"*! + {2 4 j*3,

2 Module, argument, forme exponentielle

Exercice 4 (e 00)

Pour a € |-F, 5[ et n € N donner le module et un argument des nombres complexes suivants :

1. 2-2i, 5 (_1+L)6, 8. sina+icosaq,
2. 1+1, V3
3. —1+iv/3, (V3+i)® 9. 1+itana,
I (1+1)2
4. _1+ﬁ’ 7. cosa+isina, 10. (=1)"+iV/3.

Exercice 5 (e00)
Mettre les nombres suivants sous forme exponentielle :

1. 1+i, , V3+i 3. 1+¢ pourfeR,
C1-i’

iz iz
4, e's +e'3.

Exercice 6 (e00)
Calculer (1-12°, 1-iv3)’, 1 +iv3)°.

Exercice 7 (e *0)
On considere le nombre complexe z = \/ 2—V3+i \/ 2 ++/3. Calculer z2 et en déduire le module et I'argument
de z.
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Exercice 8 .
e 1+V2+i

On considere le nombre complexe z= ———.
1+vV2-i

1. Calculer |z|.

2. Donner la forme algébrique de z.

3. Calculer 22923,

Exercice 9 (e ¢0)
Trouver tous les entiers n € N tels que (1 + i v/3)" soit un nombre réel positif.

3 Nombres complexes et trigonométrie

Exercice 10 (¢ ¢ 0)
Soient les complexes z; =1 —iv3etzp = —1—1i.

z
1. Donner la forme algébrique de ady
22

. s <1
2. Donner la forme trigonométrique de —.
22
57 57
3. En déduire la valeur de cos — et sin —.
12 12
Exercice 11 (e ¢0)
Onposea=1+ietbh=+v3-i.
1. Déterminer le module et ’argument principal de a, b et ab.
s i

b4 7
2. En déduire les valeurs de cos — et sin —, ainsi que de cos — et sin —.
12 12 12 12

4 Résolution d’équations de degré 2, suites récurrentes doubles

Exercice 12 (e 00)
Calculer les racines carrées dans C des nombres z; =1+ et z =3 — V/3i.

Exercice 13 (e ¢0)
Calculer les racines carrées dans C des nombres z; =3+ 4i et z; = 8 — 6.

Exercice 14 (¢ 00)
Résoudre dans C les équations suivantes :

1. z¢=-2, 2. z?>=—a, ol a > 0 est un nombre réel positif.

Exercice 15 (e 0o0)
Résoudre dans C les équations suivantes :

1. 22+E=0, 4. 22 -2z+2=0,

2 _
2. 22—z+1=0, 5. 2z°-3z+3=0,
3. Z2=z+1, 6. 1+0)z°=(1-10)z.

Exercice 16 (¢ ¢ 0)
Exprimer le terme général de chacune des suites suivantes :
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1. la suite (u,) définie par uy =1, u; =1 et
VneN, uUpi2=Ups1— Un,

2. lasuite (v,) définieparup=1, u;=1v9=2, v; = % et

V3 1

VneN, vpi2=-—VUps1— ~Vp.

2 4

Exercice 17 (e ¢0)
Résoudre dans C I'équation

z+1 z+1)?
1+ + =0.
z—1 z—1

Indication : on pourra utiliser le changement d’inconnue Z = %}

5 Sommes trigonométriques

Exercice 18
Pour n € N, calculer

n n
Sp=)_ cos(kx) et T,=) sin(kx).

k=0 k=0
Indication : on pourra avantageusement calculer la somme S, +iTy,.
Exercice 19

Pour n € N, calculer
n

n nfn| .
Sn=), P cos(kx) et T,=)_ f sin(kx).

k=0 k=0

Indication : on pourra avantageusement calculer la somme S, +iTy,.

6 Un fourre-tout

Exercice 20 (e o o)

Soit A € C, A # —i. Montrer que

1+iA
1-iA

LeERo

Exercice 21 (e e o)
Soit z € C, z # 1. Montrer que

1+z .
|zl =1 —— € iR.
1-z

Exercice 22 (e o ¢)
Soit 0 € R.

1. Résoudre I'équation z% —2cos(@)z+1=0.

2. Résoudre I'équation z*—2cos(@)z2+1=0
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