Lycée Marcelin Berthelot - BCPST 1A

TD;» Matrices

1 Calculs algébriques

Exercice 1 (c00)
Expliciter la matrice M dans les cas suivants

1. M = (myj) € AM3.4(R) avec mij = i—j+1 pour 2. M = (myj) € A3 (R) avec mij = max(i, j) pour
tout i €[1,3] et j €[1,4], toutie[l,3] et jel[l,3].

Exercice 2 (000)
Dans chacun des cas suivants, lesquels des neuf produits formés a partir de deux des matrices suivantes sont
réalisables? Que valent alors ces produits (présentez vos résultats dans un tableau a double entrée) ?

11
11 1
1. A= ) B=(3 -1 2), C=(0 0},
1 40
5 4
0 -1 2 -1 1
2. A= g?),3=2—34,c=0 ,
-5 1 1 5 2
2 4 10 3 -4
oasfy o) m=lo V) e 5

Exercice 3 (000)
Lorsque c’est possible, calculer les produits AB et BA dans chacun des cas suivants

1 0 0 0
N R
1 1 1 0
2. A= 0 1) et B_(]_ 1))
0 2 1 2 0 1
3. A=|1 1 0 etB=_112
-1 -2 -1
0 2
4. A=|1 1 et BZ(_ZI L 213)
-1 -2

Exercice 4 (e 00)
Soient A et B deux matrices de .4, (R) (on ne sait pas si elles commutent). Développez les produits matriciels
suivants

1. (A+B)(5A-2B), 5. B(A+B)-(A+B)A,
2. 2(A-1 )
( n) (A+21Iy) 6. (A+B)
3. (A+1,))(A+21,)(A+31,),
4. B(A+B)-A(A+B), 7. (A+B)3,

Exercice 5 (e00)
Soient A et B deux matrices de .4, (R) qui commutent, c’est-a-dire telles que AB = BA. Développez les produits
matriciels suivants
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1. (A+B)(5A-2B), 4. (A+ B)?,
2. B(A+B)— A(A+B),
3. B(A+B)—(A+B)A, 5. (A+B)3,

Exercice 6 (¢ 00)
Soient A et B deux matrices de .4, (R) qui commutent. Factoriser, si possible, les expressions suivantes

1. A>-1,, 4. A>-B?,
2. 2A%2+4A+21,,
3. —A%+3A, 5. A3 —B3.

Exercice 7 (e ¢0)
Pour 0 € R, on note

Ay = (0956 —sinB)
sinf cos#.
1. Montrer que pour tous 6 et 8’ € R, AgAg: = Ag1g-
2. En déduire une expression simple de (Ag)" pour tous@ e Ret n e N.
3. Montrer que pour tout 8 € R, la matrice Ay est inversible et déterminer son inverse. Vérifier par le calcul.
4. Application : calculer simplement

@ _Q 10 @ _Q 2025 (C) (0 _1)128 (d) (\/g _1)327
2 2 2 2

(@ N (b) N V3
2 2 2 2

Exercice 8 (e e o)
Montrer que toute matrice carrée s’écrit de maniere unique comme la somme d'une matrice symétrique et
d’'une matrice antisymétrique (raisonner par analyse syntheése).

2 Equations matricielles

Exercice 9 (e00)
1. On considere les matrices

1 2 3 2
i<l 2 w7

Résoudre I'équations d'inconnue X € .#>(R) 3A—-2X = B.
2. Déterminer deux matrices A et B € .4 (R) telles que

1 0 1 2
A+B—(0 1) et A—B—(3 _1).

Exercice 10 (e00) 1 00
Déterminer toutes les matrices qui commutent avec A= |0 2 0| c’est-a-dire toutes les matrices M € .43 (R)
0 0 5

telles que AM = M A.

3 Puissances de matrices

Exercice 11 (e oo Conjecture et récurrence)
Calculer les puissances des matrices suivantes, en conjecturant sur des petits exposants puis en effectuant une
démonstration par récurrence.
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1 -1 1 01
A=l 1) 3.C=(0 1 0],
111 1 101
1 1 11 a 1 0
2. B = )
1 1 11 4.](a,b)=(0 a 0].
1 1 11 0 0 b
Exercice 12 (¢ « o Polynéme annulateur et récurrence)
Soit
0 1 -1
A=|-1 2 -1
1 -1 2
1. Montrer que A?> =3A-213.
2. En déduire que pour tout n € N il existe deux entiers a, et 8, tels que
A= a, A+ Bl
Exprimer a4 et B,+1 en fonction de a, et §;,.
3. Montrer que (@) zen €St une suite récurrente linéaire d’ordre 2.
4. En déduire I'expression de a;, puis de 8, en fonction de n.
5. En déduire I'expression de A" en fonction de A, I et n.
Exercice 13 (e ¢0)
Soit
2 2
A= .
3
1. Déterminer deux réels a et b tels que A’ = aA+ bl,.
2. Montrer que pour tout n € N il existe deux entiers a,, et b, tels que
A" = a,A+ l’)nlz.
3. En déduire I'expression de A" pour tout entier 7.
Exercice 14 (¢ « « Binome de Newton)
Calculer les puissances des matrices suivantes
21 2 a 1 1
1. A=|0 2 3|, 3.C=|0 a 1],acC.
0 0 2 0 0 a
+
2 B=(x0y Y ) xyeC,

Exercice 15 (¢ ¢0)

Soitae C\ {1} et
a 1 1
A=|1 a 1].
1 1 a
1 11
OnnotelI=Iz3et/J=|1 1 1]|.
1 11

Page 3/6 20 janvier 2025 Simon Marmorat



Lycée Marcelin Berthelot - BCPST 1A

1. Exprimer A en fonctionde a, [ et J.

2. Déterminer J* pour tout k € N.

3. En déduire I'expression de M" pour tout 7 € N.
Exercice 16 (e ¢ ¢ Suite matricielle)

On consideére les 3 suites (¢45) nen, (Vn)nen €t (Wn) nen définies par ug =1, vg = 0 et wy = —1 et les relations de
récurrence

Upt1= —Up+2Vp— Wy,
VnelN, Vpe1= —Un+2wy,
Wn+1= —Whp.
Un
1. Pour n € N, on définit la matrice colonne X,, = | v, |. Déterminer une matrice A € #3(R) telle que X+, =
Wn

AX,,.
2. Calculer A" pour tout n € N.
3. Montrer que pour tout n €N, X, = A" X, et en déduire I'expression de uy, v, et w, en fonction de n.

Exercice 17 (e e o)
1. Soit

— N
DN = =

et I la matrice identité d’ordre 3.
(@) Onpose J =M — I. Calculer J? en fonction de J.

(b) Montrer par récurrence qu'’il existe une suite (u,) telle que pour tout n € N, on ait
M"=1+u,],
et exprimer u,1 en fonction de u,,.
(c) Calculer u; en fonction de n € N.

(d) Déterminer M" en fonction de n € N.
2. Les poules pondent des oeufs que I'on classe suivant trois calibres A, B et C (les petits, les moyens et les

ros).
i  Si une poule pond un oeuf de calibre A, I'oeuf qu’elle pondra ensuite sera de calibre A, B ou C avec
des probabilités respectives de %, i et i
« Siune poule pond un oeuf de calibre B, 'oeuf qu’elle pondra ensuite sera de calibre A, B ou C avec
des probabilités respectives de ;1, 3 et i
» Siune poule pond un oeuf de calibre C, I'oeuf qu’elle pondra ensuite sera de calibre A, B ou C avec
des probabilités respectives de ;1, i et %
Pour un entier naturel n, on note a,, b, et ¢, respectivement les probabilités que le n-eme oeuf pondu
a
par une poule soit de calibre A, B ou C. On pose X, = bZ .
Cn

(a) Calculer a;+1, by+1 et cy+1 en fonction de ay, by, et ¢, pour tout n € N. En déduire une matrice
U € 45R) telle que X,+1 = UX,, pour tout n € N.

(b) Exprimer U en fonction de M et en déduire I’expression de U" en fonction de n € N.

(c) On suppose que le premier oeuf pondu est de calibre C. Déduire des questions précédentes I'ex-
pression de ay, by, et ¢,; en fonction de n ainsi que leurs limites quand 7 tend vers +oo.
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4 Inversion de matrices

4.1 Lecas des matrices d’ordre 2

Exercice 18 (e00)
Pour chacune des matrices suivantes, déterminer si elle est inversible, et pour celles qui le sont, déterminer leur
inverse. Vérifier dans ce cas que AA™! = I.

1.A:(1 2) 3.c=(‘1 0) 5.E:(_1 2)

3 4 0 -1 2 -4
0 -1 -1 1
2 o=l ) o= 1)

4.2 Utilisation d’'un polynéme annulateur

Exercice 19 (e00)
Soit n e N et A € 4, (K). Dans chacun des cas suivants, on suppose que A vérifie la relation polynomiale don-
née. Montrer dans chacun des cas que A est inversible, et donner son inverse.

1. A24+3A-21,=0, 2. A2+6A+8I,=0, 3. A%+1,=0, 4. A3—4A%+31,=0.

Exercice20 (e03) 3
SoitA=|1 -1 1].
-2 1 1

1. Montrer que A% — A +2A+ 1113 =0.
2. En déduire que A est inversible et déterminer son inverse.
Exercice 21 (e ¢0)
Soit A= (aj,j) € A4 (R) donnée par a;j=0 sii=j,1sinon, pour tout i, j € [1,4].
1. Déterminer la matrice A+ I,. Calculer (A + I,)2.
2. En déduire que A est inversible et déterminer son inverse.
3. Plus généralement, on suppose que n > 1 et on donne B = (b;, ;) € .4, (R) donnée par b; j =0sii=j, 1
sinon, pour tout i, j € [1, n]. Montrer que B est inversible et donner son inverse.
Exercice 22 (e 00)
1. Soit Aet B € 4 (K) deux matrices non nulles telles que AB = 0. Montrer que ni A ni B ne sont inversibles.

2. Soit C € 4, (K) telle que C:+C=0.A quelle condition C est-elle inversible ?

4.3 Caractérisation par le rang et la méthode de Gauss

Exercice 23 (e 00)
Déterminer rapidement si les matrices suivantes sont inversibles.

1 00 1 5 6
1. F=|0 2 0 3. H=|0 0 2
0 0 3 0 0 3
1 11 1 1 1 0 O
2. G=|2 4. I= -1 2|1 -4 O
0 0 3 0 0 3 3 3
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3 -2 1 3 -2 1
5. A=|1 0 1 6. B=|1 0 1
2 -2 0 2 -2 0

Exercice 24 (e 00)
Calculer le rang des matrices suivantes

1 2 3 1 11
3 4 5 1 3 9

Exercice 25 (¢ ¢ 0)
1. Montrer que la matrice suivante est inversible et calculer son inverse :

1 1 -1
c=12 0 1
2 1 -1
2. Résoudre le systéeme linéaire
x +y - z = 1,
2x + z = 2,
2x +y - z = 3.

Exercice 26 (¢ ¢ 0)
Déterminer siles matrices suivantes sont inversibles et le cas échéant calculer leur inverse

1 2 3 01 2
A=l0 -1 4|, B=|1 1 2
0 0 -1 0 2 3

Exercice 27 (e 00)
Soit

1 0 1
M=|0 v2 of.
-1 0 1

1. Montrer que M est inversible et calculer son inverse.

2. Calculer M M et retrouver le résultat précédent.
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