Lycée Marcelin Berthelot - BCPST 1A

TD;3 Suites

réelles

1 Etude de la monotonie

Exercice 1 (e00)

Etudier la monotonie des suites (u,,) définies par

_ 2 1+2u
L. VneN, up=n"-n-4. 5. up=2,etVneN, ups = tp—o.
1+3u,
2. YneN*, u,=e"2n). nq
6. VneN*, u,,:Z%
3. up=1,et VneN, uye = u5—uy+1. k=1
n 1
7. VneN*, u, =
4. up=3,etvneN, upy1 = up\/1+u’. n g‘/szrl
2 Calcul de limite
Exercice 2 (¢ ¢ 0)
Calculer la limite des suites suivantes :
2
n°—-3n+1 In(1 ++v/n
l. uyp=———— vy=Vn+1-vVn?+n+1 x,=In(n+1)-Inn n:(—\/_).
(—1)") 2n ( cosn) 0 n+sin(2n)
2. up=expl|l1- v,=— +cos(n'e™ w,=vn|l+ X, = Vn? ="
n p( - "= (nte"™) wp=vn 7 n Y= oD
3 nd+5n
. Zp= .
"T4n2 +sinn+Inn
4. xoeRetVneN, x 08 Xn
- Xo ) 1= 77—
n+lnn+1
5‘ un:—lunzsn_zzn;wn:nze_\/ﬁ.
n+et+en
6. un:nzln(1+e‘”).
In(n*+1 1
7. n:—( ),un:nsln(cos(—)).
n2+n+1 n?

Exercice 3 (e00)

. . . . Un
Soit (#,) neny une suite bornée. Montrer que la suites — converge vers 0.
n

Exercice 4 (e e0)

Etudier les suites (définition, monotonie, convergence) dans chacun des cas suivants :

1. up>0etvVneN, u,. =

2. uypeRetVneN, uyy1 =

Exercice 5 (e ¢ ¢ Vrai-faux)

Vi+ Uy

e Un

n+1

Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses? Si elles sont vraies, le démontrer, sinon donner un contre-

exemple.

1. Si (uy) et (vy) divergent, alors (u, + v,) diverge.

Page 1/4

29 janvier 2025

Simon Marmorat



Lycée Marcelin Berthelot - BCPST 1A

2. Si(up) et (v,) divergent, alors (u, x v,) diverge.
3. Si (u,) converge et (v,) diverge, alors (u, + v,) diverge.
4. Si (u,) converge et (v,) diverge, alors (u, x v,) diverge.

5. Si (uy,) n'est pas majorée alors (u,,) tend vers +oo.

3 Théoréme de convergence monotone

Exercice 6 (e 00) 212
Considérons la suite (1) ,en définie par: uy >0 et Uy = # pour tout entier n.
Un

1. Montrer que la suite (u#,) ,en €st bien définie et a termes strictement positifs. En déduire la monotonie de
(Un) neN.
2. Montrer que la suite (u,) ,en converge et calculer sa limite.

Exercice 7 (e 00)

1 . s 1+2v
Considérons la suite (vy,) neny définie par: vg >0et v, = vy L

1+3v,
1. Montrer que la suite (v;),en est bien définie et a termes strictement positifs. En déduire la monotonie de

pour tout entier 7.

(Vi) nen.
2. Montrer que la suite (v,),en converge et calculer sa limite.

Exercice 8 (e ¢ 0)
Soit la suite u définie par: ug>0etVneN, U, = uye “ .

1. Montrer que pour tout entier n, u, > 0, en et déduire la monotonie de (u,).

2. Montrer que la suite (1) ,en converge et déterminer sa limite.

Exercice 9 (e e0)

Soit la suite u définie par: up >0 et pourtout n €N, U4y = Upy + —.
Un
Montrer que la suite est bien définie et qu’elle diverge vers +oo.

Exercice 10 (¢ » « La somme harmonique)
Pour 7 € N*, on définit
1

n
Sn:Z
k=

1

|

1. Calculer Sy, S5, S3, S4.

2. Montrer que la suite (S,) sen €st croissante. Que peut-on en déduire sur la nature convergente ou diver-
gente de (Sy)nen?

3. Montrer que pour tout n = 1,

1
SZn_Sn = 5.

4. En déduire que
lim S, = +c0.
n—oo
Exercice 11 (e ¢ 0)
On considere la fonction f définie sur R par : f(x) = x + x? et la suite (u,,) définie par :

{ up=a>0
VnEN, un+1:f(un)

Démontrer que la suite (1) tend vers +oo.
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4 Utilisation des équivalents

Exercice 12 (¢ 00)
Quels sont les équivalents corrects parmi les suivants?

1. n~n+1 3. In(n) ~In(10°n)
2. n®*~n+n? 4. "~ "0
Exercice 13 (e 00)

Donner un équivalent le plus simple possible des suites suivantes.

n®-2n+5 4 sin( 1 )
n?+1 vn+i)
2. 1+2+---+n, 5. vn+l-vn-1,
1 1
2,52 2 -
3. 12422 4. 412, ST T

5 Sous-suites

Exercice 14 (e 00)
En étudiant les suites extraites d’indices pairs et impairs, étudier la convergence de suites (u,) et (v;) définies
par

1
u, =" et v,= cos(nn+ E)

6 Suites adjacentes

Exercice 15 (e ¢ 0)
On considere les suites (1) et (v,) définies par :

up=0etvyg=2

3u,+vy,
VneN, upy = ——
u,+3v,
VneN, vn+1:T

1. Montrer que la suite (v, — u,) est géométrique. Exprimer v, — u,, en fonction de n € N.

2. Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.
n—1

3. Déterminer leur limite commune, en considérant I'expression Z (Ups1 — Up)-
k=0

Exercice 16 (¢ « « Moyenne arithmético-géométrique)
On considere deux nombres réels a > 0 et b > 0. On définit les deux suites (u,) et (v,) par up = a et vg = b ainsi
que par les relations de récurrence

Up+ vy
vnen, {1 T T2
Un+1= /TnVn.
1. Montrer que pour tout x et y>0,ona
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En déduireque Vn =1, u, = vy,.

En déduire que la suite (u,) est décroissante, et que (v,) est croissante.

Pour 7€ N, montrer que 0 < 41 — U1 < Ups1 — Uy = “257% puis montrer que (u, v, — 0.

En déduire que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes. On appelle leur limite commune la moyenne
arithmético-géométrique de a et de b.

AR S
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