DS6 —- Mathématiques
Mercredi 5 Mars 2025
Durée : 3 heures

* Aucun document ou appareil électronique n’est autorisé.
» Le devoir comporte un exercice d'informatique, deux exerices de mathématiques et un probleme.

¢ Une notice Python est fournie en derniere page, que vous pouvez utiliser librement.

Utilisez des feuilles doubles uniquement. Rédigez I’exercice d’'informatique sur une copie double séparée.

La qualité de la présentation et de la rédaction seront prises en compte dans la note finale.

Exercice 1 (Informatique). Dans cet exercice, on suppose que le module numpy estimporté al’aide del'instruction

1 import numpy as np

1. Ecrire une fonction decompte prenant en entrée un tableau Numpy de nombres et qui renvoie le nombre

2 00
de zéros contenus dans le tableau. Par exemplesi T=|0 1 0|, alors I'instruction decompte(T) doit
0 0 3

renvoyer 6.
2. Ecrire une instruction qui permette de stocker dans la variable T la matrice de la question précédente.

3. Ecrire une fonction 1ignes_egales prenant en entrée deux listes A et B contenant le méme nombre p
d’éléments, et qui renvoie True si les deux listes sont identiques (c’est-a-dire si tous leurs éléments sont
égaux) et False sinon.

Parexemplesi A1 =[1,2,3,4,5] et B1 =[1,2,3,4,5] alors lignes_egales(A1,B1) doitrenvoyer True tandis
quesi A2=1[2,0,1,3] et B2=11,2,3,4] alors 1ignes_egales(A2,B2) doit renvoyer False.

4. Ecrire une fonction existe_lignes_egales prenant en entrée un tableau Numpy a n lignes et p colonnes,
et qui renvoie True s'il existe deux lignes identiques et False sinon.

1 11
Par exemple si A= |0 1 2| alors existe_lignes_egales(A) doit renvoyer True tandis que si B =
1 11
1 00
0 1 Ofalorsexiste_lignes_egales(B) doitrenvoyer False.
0 01

(Indication : on pourra utiliser la fonction écrite a la question précédente.)

! 2 - _6,
Exercice 2. 1. Résoudrel’équation différentielle y'—2y = —6 puis résoudre le probléme de Cauchy { y(O) y5
yl)=o.
y'=5y'+6y=9

2. Résoudrel’équation différentielle y”~5y'+6y = 9 puis résoudre le probleme de Cauchy ¢ y(0) = g
y'(0) =8.

3
Exercice 3. On définit la suite (u,)peny par g eRetVn=1,uyy = 1 ufl —2u, + 3. Notons f la fonction définie

3
sur R par f(x) = sz —-2x+3.
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1. Etudier la fonction f.

2. Ftudier le signe de la fonction g : x — f(x) — x.

3. Calculer les limites éventuelles de la suite (u,,).

4. On suppose que uy = 2. Que dire de la suite () ?
5. On suppose que ug > 2.

(a) Montrer que la suite est bien définie et que pour tout n € N, u, > 2.
(b) Etudier la monotonie de la suite (u,).

(c) Etudier le comportement a I'infini de la suite (uy,).

=
=2].
3

(a) Montrer que la suite est bien définie et que pour tout neN, u, €

6. On suppose que ug €

: [
=2].
3

(b) Etudier la monotonie de la suite (u,,).

(c) Etudier le comportement a I'infini de la suite (uy,).

1 1 1 -1 1
Probléme. On considéere les matrices J=|1 1 1]letM=]1 -1 1 |.
1 1 1 1 1 -1

Dans cet exercice, on cherche a calculer M" pour tout n € N par trois méthodes différentes.

1 Premiere méthode

1. Déterminer deux réels a et § tels que M? + aM + I3 = 0_, w).-

2. La matrice M est-elle inversible? Si oui, indiquer son inverse. (Indication : il n'est pas nécessaire d'utiliser
lalgorithme du pivot de Gauss pour répondre a cette question).

3. Montrer que, pour tout entier n € N, il existe deux réels a, et b,, tels que M" = a, M + b, I5.

4. On considere les suites (a;) et (by;) définies par :

ap=0 a =b,—a,,
0 etpourtout neN, il e
byp=1 n+l = 2ap.

Montrer que la suite (a;) est récurrente linéaire d’ordre 2 .
En déduire une expression de a,, et b, en fonction de n € N, puis I'expression de M" en fonction de M et I3
etneN.

2 Deuxiéeme méthode

1. Pour tout n > 1, exprimer J" en fonction de J.

Cette formule est-elle valable pour n =07
2. Déterminer deuxréels a et b tels que M = als + bJ.
3. En utilisant la formule du bin6me de Newton, exprimer M" en fonction de I3 et de J pour tout n € N.

4. Vérifier que cette expression est cohérente avec celle trouvée avec la premiere méthode.
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3 Troisieme méthode

-1-1 1 1
1. Pour 1 € R, on considere M — AI3 = 1 -1-A 1
1 1 -1-1
Montrer qu'il existe exactement deux valeurs de A pour lesquelles M — A I3 est non-inversible. Préciser ces
valeurs.
x
2. Dans cette question et la suivante, onnote X =| y
z

Vérifier que le systeme linéaire M X = X équivaut au systéme linéaire (M — I3) X = 0_4,, ®). Montrer que ce
systeme admet une infinité de solutions, et déterminer 'ensemble de ses solutions.

3. De méme qu’a la question précédente, montrer que le systeme linéaire M X = —2X admet une infinité de
solutions, et déterminer 'ensemble de ces solutions.

1 1 0
SoitP=| -2 1 -1
1 1 1

4. Montrer que P est inversible et calculer son inverse.

5. Déterminer la matrice D définie par D = P~ MP, et justifier que M = PDP~!. Quelle propriété particuliere
possede la matrice D ?

6. Montrer que: VneN,M" = PD"P1,

4 Une application:
On considere les trois suites réelles (1), (v,) et (wy,) définies par :

Uptl = —Un+ Up+ Wy
up=1,v90=0,w9=0 et VneN,{ Vpi1=Up—Vp+ Wy
Wp+1 = Up+ UV — Wy
1. On souhaite réaliser en Python une fonction suites(n) qui prend en argument un entier n, et renvoie

une liste composée des valeurs de u,, v, et w,. Recopier et compléter le programme suivant afin qu'il
accomplisse cette tache :

1 def suites(n):
2 u =
3 v o=
4 w o=
) for ......... ... ..
6 nouveau_u = ..........
7 nouveau vV = ..........
8 nouveau W = .. ...
9 u = nouveau_u
10 vV = nouveau_vVv
11 W = nouveau_w
12 return [u, v, w]
Un
2. Pour tout neN, on pose X, =| v,
Wn

Déterminer, pour tout n € N, une relation entre X;,+1, X, et M.
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3. Montrer que pour tout n €N, X; = M"Xj.

4. En déduire I'expression des termes généraux de (u,), (V,), (Wny).
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J
] s=s===ss Créer une liste vide L.pop(k) -- Renvoie le k*™° élément de la liste L et I'enléve de L
— - — — — O _ L [al*n ----- Créer une liste avec n fois I’élément a L.remove(a) Enleve une fois la valeur a de la liste L
AGRO-VETO L.append(a) Ajoute I’élément a a la fin de la liste L max (L) ---- Renvoie le plus grand élément de la liste L
L1 + L2 --- Concatene les deux listes L1 et L2 min(L) ---- Renvoie le plus petit élément de la liste L
2023 len(L) ---- Renvoie le nombre d’éléments de la liste L sum(L) ---- Renvoie la somme de tous les éléments de la liste L
Numpy.linalg
— Numpy N import numpy.linalg as la
import numpy as np la.inv(M) -------------- Renvoie 'inverse de la matrice M si elle est inversible
HHU . N.H,H.WuNAv IIIIIIIIIIIII J_H,H,N\Emm.OHEQ une EMﬁm en EN\HH@OQ Hwﬂsmvu\ ”_.m.. QHW<N.H_.M AZV IIIIIIIIII m®5<OH® _@ rmﬁ® Q@m <@~®C%m HUH.OUH.mm Q® i
Crée une matrice ligne de n valeurs . Renvoie un couple L,P ou L est la liste des valeurs
np.linspace(a,b,n) ----- : 2 \ : : la.eig(M) —====-====---- ropres de M et P la matrice de passage associée
uniformément réparties entre a et b (inclus) prop passag
np.zeros([n,m]) -------- Crée la matrice nulle de taille n x m la.matrix_rank(M) ------- Renvoie le rang de M
np.eye(n) ———--—--------— Crée la matrice identité de taille n
np. diag(L) ——————————= O.wmm la matrice %mmo\bm_m dont les .ﬂmHEmm . Random N
diagonaux sont les éléments de la liste L .
(QU)) Renvoie la transposée de M tmport random as xd
.transpose(M) -------- . e .
o waﬂmvwwo N q U.d el 1A rd.random() —------ Simule une réalisation d’une variable X — #(]0, 1])
) R . . T .
fp. ¢o a0 W@b/\oa _@ Lo msm EQN _ o i rd.randint(a,b) --- Simule une réalisation d’une variable X — U([a, b])
csum(M) —------------- ie la s tous les éléments . e .
P mcsaﬁzv WmE\oE _m voﬁwbmﬂ Qm ous _mv ¢ _mEmb M Qm o rd.gauss(0,1) ----- Simule une réalisation d’une variable X — A(0,1)
.prod(M) —--—---—--——- i it de ¢ s 6lé o 1l .
Rl 920% SO e \o\cm o8 clements €e rd.choice(L) ------ Choisit aléatoirement un élément de la liste L
np.max(M) —------------- Renvoie le plus grand élément de M J
np.min(M) -------------- Renvoie le plus petit élément de M
. . — Math N
np.shape(M) -——---------- Renvoie dans un couple le format de la matrice M
np.size(M) -———-------—-—- Renvoie le nombre d’éléments de M SIPOTT AR B
. / m.atan(x) -—------ Renvoie arctan(x) m.sqrt(x) -- Renvoie \/z siz >0
m.floor(x) —----- Renvoie || m.log(x) --- Renvoie In(z) si z > 0
\IA\H_omE:m/W N m.factorial(n) -- Renvoie n!sin € N m.exp(x) --- Renvoie e*
a == b ---- Teste ’égalité « a = b » \Iﬁgmnv_oﬁmv.w%v_o&
a !=b---- Teste «ka#b» X -
import matplotlib.pyplot as plt
a<b--——- Teste « a < b » R . o . ) i .
plt.plot(X,Y,’+-r’) ---- Génere la courbe des points définis par les listes X et Y (abscisses et ordonnées) avec les options :
a <= b---- Teste «a <b» . . e
e symbole : ’.° point, 0’ rond, *h’ hexagone, ’+’ plus, *x’ croix, ’*’ étoile, .
a>b----- Teste « a > b» e ligne : ’-’ trait plein, >~ -’ pointillé, >-. alterné, .
a =>b---- Teste «a>b» e couleur : ’b’ bleu, ’r’ rouge, ’g’ vert , ’c’ cyan , ’m’ magenta , ’k’ noir , .
not A----- Renvoie la négation de A plt.bar(X,Y) --—-—-——------ Génere I’histogramme des points définis par les listes X et Y (abscisses et ordonnées)
A and B --- Renvoie « A et B » plt.axis(’equal’) ————-- Rend le repére orthonormé
A or B ---- Renvoie « A ou B » plt.xlim(xmin,xmax) ---- Fixe les bornes de I'axe des abscisses
True ------ Constante booléenne « Vrai » plt.ylim(ymin,ymax) ---- Fixe les bornes de l’axe des ordonnées
False ----- Constante booléenne « Faux » plt.show() --—---------- Affiche le graphique

Cette liste est non exhaustive. Les candidats sont libres d’utiliser les commandes de leur choix.




