
DS6 – Mathématiques
Mercredi 5 Mars 2025

Durée : 3 heures

• Aucun document ou appareil électronique n’est autorisé.

• Le devoir comporte un exercice d’informatique, deux exerices de mathématiques et un problème.

• Une notice Python est fournie en dernière page, que vous pouvez utiliser librement.

• Utilisez des feuilles doubles uniquement. Rédigez l’exercice d’informatique sur une copie double séparée.

• La qualité de la présentation et de la rédaction seront prises en compte dans la note finale.

Exercice 1 (Informatique). Dans cet exercice, on suppose que le module numpy est importé à l’aide de l’instruction

1 import numpy as np

1. Écrire une fonction decompte prenant en entrée un tableau Numpy de nombres et qui renvoie le nombre

de zéros contenus dans le tableau. Par exemple si T =
2 0 0

0 1 0
0 0 3

, alors l’instruction decompte(T) doit

renvoyer 6.

2. Ecrire une instruction qui permette de stocker dans la variable T la matrice de la question précédente.

3. Écrire une fonction lignes_egales prenant en entrée deux listes A et B contenant le même nombre p
d’éléments, et qui renvoie True si les deux listes sont identiques (c’est-à-dire si tous leurs éléments sont
égaux) et False sinon.

Par exemple si A1 = [1,2,3,4,5] et B1 = [1,2,3,4,5] alors lignes_egales(A1,B1) doit renvoyer True tandis
que si A2 = [2,0,1,3] et B2 = [1,2,3,4] alors lignes_egales(A2,B2) doit renvoyer False.

4. Écrire une fonction existe_lignes_egales prenant en entrée un tableau Numpy à n lignes et p colonnes,
et qui renvoie True s’il existe deux lignes identiques et False sinon.

Par exemple si A =
1 1 1

0 1 2
1 1 1

 alors existe_lignes_egales(A) doit renvoyer True tandis que si B =
1 0 0

0 1 0
0 0 1

 alors existe_lignes_egales(B) doit renvoyer False.

(Indication : on pourra utiliser la fonction écrite à la question précédente.)

Exercice 2. 1. Résoudre l’équation différentielle y ′−2y =−6 puis résoudre le problème de Cauchy

{
y ′−2y =−6,

y(0) = 5.

2. Résoudre l’équation différentielle y ′′−5y ′+6y = 9 puis résoudre le problème de Cauchy


y ′′−5y ′+6y = 9

y(0) = 9

2
y ′(0) = 8.

Exercice 3. On définit la suite (un)n∈N par u0 ∈ R et ∀n ≥ 1,un+1 = 3

4
u2

n −2un +3. Notons f la fonction définie

sur R par f (x) = 3

4
x2 −2x +3.
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1. Étudier la fonction f .

2. Étudier le signe de la fonction g : x 7→ f (x)−x.

3. Calculer les limites éventuelles de la suite (un).

4. On suppose que u0 = 2. Que dire de la suite (un) ?

5. On suppose que u0 > 2.

(a) Montrer que la suite est bien définie et que pour tout n ∈N, un > 2.

(b) Étudier la monotonie de la suite (un).

(c) Étudier le comportement à l’infini de la suite (un).

6. On suppose que u0 ∈
[

2

3
,2

[
.

(a) Montrer que la suite est bien définie et que pour tout n ∈N, un ∈
]

2

3
,2

[
.

(b) Étudier la monotonie de la suite (un).

(c) Étudier le comportement à l’infini de la suite (un).

Problème. On considère les matrices J =
1 1 1

1 1 1
1 1 1

 et M =
−1 1 1

1 −1 1
1 1 −1

.

Dans cet exercice, on cherche à calculer M n pour tout n ∈N par trois méthodes différentes.

1 Première méthode

1. Déterminer deux réels α et β tels que M 2 +αM +βI3 = 0M3(R).

2. La matrice M est-elle inversible? Si oui, indiquer son inverse. (Indication : il n’est pas nécessaire d’utiliser

l’algorithme du pivot de Gauss pour répondre à cette question).

3. Montrer que, pour tout entier n ∈N, il existe deux réels an et bn tels que M n = an M +bn I3.

4. On considère les suites (an) et (bn) définies par :{
a0 = 0

b0 = 1
et pour tout n ∈N,

{
an+1 = bn −an ,

bn+1 = 2an .

Montrer que la suite (an) est récurrente linéaire d’ordre 2 .
En déduire une expression de an et bn en fonction de n ∈N, puis l’expression de M n en fonction de M et I3

et n ∈N.

2 Deuxième méthode

1. Pour tout n ⩾ 1, exprimer J n en fonction de J .

Cette formule est-elle valable pour n = 0 ?

2. Déterminer deux réels a et b tels que M = aI3 +b J .

3. En utilisant la formule du binôme de Newton, exprimer M n en fonction de I3 et de J pour tout n ∈N.

4. Vérifier que cette expression est cohérente avec celle trouvée avec la première méthode.
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3 Troisième méthode

1. Pour λ ∈R, on considère M −λI3 =
 −1−λ 1 1

1 −1−λ 1
1 1 −1−λ

.

Montrer qu’il existe exactement deux valeurs de λ pour lesquelles M −λI3 est non-inversible. Préciser ces
valeurs.

2. Dans cette question et la suivante, on note X =
 x

y
z

.

Vérifier que le système linéaire M X = X équivaut au système linéaire (M − I3) X = 0M3,1(R). Montrer que ce
système admet une infinité de solutions, et déterminer l’ensemble de ses solutions.

3. De même qu’à la question précédente, montrer que le système linéaire M X = −2X admet une infinité de
solutions, et déterminer l’ensemble de ces solutions.

Soit P =
 1 1 0

−2 1 −1
1 1 1

.

4. Montrer que P est inversible et calculer son inverse.

5. Déterminer la matrice D définie par D = P−1MP , et justifier que M = PDP−1. Quelle propriété particulière
possède la matrice D ?

6. Montrer que : ∀n ∈N, M n = PDnP−1.

4 Une application :

On considère les trois suites réelles (un) , (vn) et (wn) définies par :

u0 = 1, v0 = 0, w0 = 0 et ∀n ∈N,


un+1 =−un + vn +wn

vn+1 = un − vn +wn

wn+1 = un + vn −wn

1. On souhaite réaliser en Python une fonction suites(n) qui prend en argument un entier n, et renvoie
une liste composée des valeurs de un , vn et wn . Recopier et compléter le programme suivant afin qu’il
accomplisse cette tâche :

1 def suites (n):
2 u = ...
3 v = ...
4 w = ...
5 for .............. :
6 nouveau_u = ..........
7 nouveau_v = ..........
8 nouveau_w = ..........
9 u = nouveau_u

10 v = nouveau_v
11 w = nouveau_w
12 return [u, v, w]

2. Pour tout n ∈N, on pose Xn =
un

vn

wn

.

Déterminer, pour tout n ∈N, une relation entre Xn+1, Xn et M .
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3. Montrer que pour tout n ∈N, Xn = M n X0.

4. En déduire l’expression des termes généraux de (un) , (vn) , (wn).
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