Chapitre 20

Espaces vectoriels
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On introduit les espaces vectoriels, qui sont des structures mathématiques dans lesquelles on peut
convenablement généraliser les opérations usuelles définies sur les vecteurs de la géométrie que sont
I’addition et la multiplication par un scalaire.
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Définition 20.1: Espace-vectoriel sur K

On note K =R ou K = C. On dit qu'un ensemble E est un espace vectoriel sur K (on dit aussi un
[<-espace vectoriel) et on appelle

o vecteursles éléments de E
e scalairesles éléments de K
sil’on dispose des deux opérations suivantes :
e 'addition de deux vecteurs : si u# et v sont dans E, leur somme u© + v est encore dans E;

 la multiplication d’un scalaire et d'un vecteur (on parle aussi de multiplication externe) :
si u estdans E etsi A est dans K, Au est encore dans E.

On impose que ces deux opérations vérifient les propriétés suivantes :
e PourtoutuetvdansE, u+v=v+u.
e Pourtoutu, vetwdansE, (u+v)+w=u+ v+ w).
o Il existe un élément O dans E tel que pour tout u € E, u+0g = u.
o Pourtout u€ E, il existe u’ € E tel que u+ u' = 0p.
e Pourtout a et bdans K, pourtout udans E, (a+b)-u=a-u+b-u.
e Pourtoutadans K, pourtoutuetvdansE,a-(u+v)=a-u+a-v.
e Pour tout a et b dans K, pour tout udans E, (a-b)-u=a-(b-u).

e Pourtoutudans E, 1-u= u.

On a rencontré cette année plusieurs exemples d’ensembles dans lesquels ces opérations (I’addi-
tion et et la multiplication externe) avaient un sens :

I'exemple le plus simple est K" avec n € N, par exemple R, R?, R3, etc. ou C, C?, C3.

M,y (K) 'espace des matrices n x p a coefficients dans K.

¢9(I,R), avec I un intervalle, '’ensemble des fonctions continues de I dans R (ici, K = R)

e RN défini comme I’ensemble des suites a valeurs réelles (ici, K = R)

IK[X] I'espace des polynomes a coefficients dans K : on peut ajouter deux polyné6mes ou multi-
plier un polynéme par un scalaire.

Tous ces ensembles sont des espaces vectoriels. Dans toute la suite et sauf mention contraire. K dé-
signe soit R soit C.
Propriété 20.1. Soit E un K-espace vectoriel.

e Pourtoutuc E ettout A €K, A-u=_0g sietseulementsid=0ouu=0g.

e Pourtout u € E, il existe un unique u' € E tel que u+ u' = 0g. On dit que u' est 'opposé de u, on le
noteu' = —u.

e PourtoutueE, —u=(-1)-u.

20.1 Combinaison linéaire, sous-espace vectoriel

On se place dans un espace vectoriel E sur K.

2 Chapitre 20. Espaces vectoriels
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20.1.1 Combinaisons linéaires et sous-espaces vectoriels

Définition 20.2. Soient vy,..., v; des vecteurs (c’est-a-dire des éléments) de E. Une combinaison li-
néairede vy,..., vr est un vecteur v de la forme

v=Mvi+--+ A,
Ol\lﬂl,...,ﬂkEK.

Exemple 20.1.

e Dans E = R?, u = (2,3) est combinaison linéaire de e; = (1,0) et e, = (0, 1) puisque u = 2e; + 3e».

e Dans E = IRg, notons v; = (1,2,3), v» = (0,0,1) et v3 = (2,4,5). On a v3 = 2v; — vy, donc v3 est
combinaison linéaire de v; et v,.

« Dans R?, notons v; = (1,0) et v, = (2,0). Alors v5 = (3,0) est combinaison linéaire de v, et v». On
a par exemple v3 = v; + v, mais aussi v3 =5v7 — v2 ou v3 =3v; =3v; +0vs.
On voit a travers cette exemple que les coefficients dans la combinaison linéaire ne sont pas
nécessairement uniques.

e Dans E = R,[X], le polynéme P = 2X? + X + 3 est combinaison linéaire des polynémes 1, X et
X2, Plus généralement, et par définition, tout polynéme de R, [ X] est combinaison linéaire des
mondmes 1, X, X2, ..., X".

e Dans E = €°(R,R), considérons les trois fonctions fp, f> et g définies par fy(0) = 1, £o(0) =
cos(20) et g(0) = cos? 6. On sait que, pour tout 0 réel :

20 _ 1+c<;s(29).

Cos

Ceci peut étre réécrit comme une égalité entre fonctions :

1 1
=—fo+=\o.
g 2fo 2fz
Donc g est combinaison linéaire de fj et f>.

Définition 20.3. Une partie F de E est un sous-espace vectoriel si
e Festnon vide;
e Yu,ve EVAdueK:Au+puveF

Exemple 20.2.

 Dans R?, on considére la droite d passant par 0 et de vecteur directeur u = (1,2). Si deux vecteurs
sont sur d alors ils sont colinéaires a u. Et donc une combinaison linéaire de ces deux vecteurs
sera aussi colinéaire a u, donc aussi sur d.
Donc d est un sous-espace vectoriel de R? : ¢’est un sous-ensemble de R? non-vide et stable par
combinaison linéaire.

e F={(x,y) € R/ 2x— y = 0} est un sous-espace vectoriel de R?>. C’est une droite passant par
I'origine (0,0).

e G={(x,y) € R? /| x— y+ z = 0} est un sous-espace vectoriel de R3. C’est une droite passant par
I'origine (0,0,0).
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 Dans R3, toute droite passant par (0,0,0) est un sous-espace vectoriel (méme preuve que dans
R?). De méme, tout plan passant par (0,0, 0) (voir ci-dessous I"’énoncé général sur les solutions
d’un systeme linéaire homogene).

 Dans R?, on considére le systéme suivant :

x + y + 2z + 3t =0
4 + 3y + 7z + t =0.

et on note F 'ensemble de ses solutions. Montrons que F est un sous-espace vectoriel de R?.
D’abord, (0,0,0,0) est bien dans F. Considérons ensuite (x, y,z, 1) et (x',y’,z,t') des vecteurs
dans F et A, u deux réels. On a

Ax,y,z, 0 +u,y, 2, ) = Ax+ux, Ay + uy', Az + uz', At + ut').
On calcule

Ax+px)+ Ay +uy) +2(Az+puz') +3(At+ ut')

=Ax+y+2z+30) +ulx'+y +27 +31)
=Ax0+Ax0 (car (x,),z1) et (x',y,Z/,1') sont dans F)
=0.

Un calcul analogue donne aussi

4Ax+uxY+3Ay +uy) +7Az+uz') + At +ut’) = 0.
Ainsi, A(x, y,z, ) + w(x',y', 2/, ') est dans F.
Donc F est un sous-espace vectoriel de R*.
On retiendra le théoréme suivant :
Théoreme 20.1

Lensemble des solutions dans K" d’'un systeme linéaire homogene a n inconnues (et coefficients dans
) est un sous-espace vectoriel deK".

Remarque 20.1. Dans chaque espace vectoriel, il existe un vecteur nul O, qu'on peut considérer
comme |'origine de I'espace vectoriel. Dans R”, il s’agit de (0,0,...,0) (n coordonnées), dans K, [X]
du polynéme nul, dans €°(I,R) de la fonction nulle...

Tout sous-espace vectoriel F de E doit contenir ce vecteur nul Og. En effet, si v est un vecteur
quelconque de E,ona0r=0xv+0x v.

Propriété 20.2

Soit E un espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E. Alors Og € F.

Méthode 20.1: Montrer qu'un sous ensemble est un sous-espace vectoriel

En pratique, quand on doit montrer qu'une partie F de E est un sous-espace vectoriel :

e On montre que F est non-vide, en général en montrant que Og € F.

e On montre que F est stable par combinaison linéaire : on considere deux vecteurs u et v €
F, deux scalaires A et u quelconques mais fixés. On montre que la combinaison linéaire
Au+puverF.

4 Chapitre 20. Espaces vectoriels
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Exemple 20.3. o DansR?, on considere la droite d’ passant par (1,0) et dirigée par le vecteur (1,1).
Ce n'est pas un sous-espace vectoriel de R?.

On peut ou bien remarquer que (0,0) n’est pas sur d’, ou bien voir autrement que d’ n’est pas
stable par combinaisons linéaires. Par exemple (1,0) et (2,1) sont sur d’ mais pas (3,1) = (1,0) +
(2,1).

 Dans R?, le cercle de centre 0 et de rayon 1 n’est pas un sous-espace vectoriel. Il ne contient pas
|'origine.
Reprenons les exemples de sous-espaces vectoriels.
Exemple 20.4.

e Dans E = K[X], on note F = K,[X] (n entier naturel fixé), 'ensemble des polynémes de degré
inférieur ou égal a n.
Alors F est un sous-espace vectoriel de E. D'une part le polynome nul est dans F, d’autre part si
PetQontdegré<netsid,pelk: AP+ uQ aaussi degré < n.

Attention!'’ensemble des polyndmes de degré exactement n n’est pas un sous-espace vectoriel
de K[X]. Par exemple X + 1 et X sont de degré 1, mais pas (X +1) — X.

e Dans E = ¢°(R,R), on considere '’ensemble F des solutions de I’équation différentielle
y'+y=0.

C’est un sous-espace vectoriel de E.

D’abord, la fonction nulle est solution. Considérons maintenant deux fonctions y; et y, solu-
tions et A, u deux réels. On a

Ay +uy)" + Ay + 1y2) = A4 + y1) + u(yy + y2) =0.

Donc Ay; + puy» estdans F.

Comme pour les systemes linéaires homogenes, on remarque qu'on n’a pas besoin de résoudre
le systeme pour montrer que ’ensemble de ces solutions a une structure de sous-espace vecto-
riel.

o Dans E =RV, ensemble des suites réelles, on considére 'ensemble F des suites (u,,) récurrentes
linéaires d’ordre 2 vérifiant la relation :

VneN: U2 = Uy + Uy.

Alors F est un sous-espace vectoriel de E : la suite nulle est solution et si (u,) et (v,) sont solu-
tions, la suite A(u,) + u(vy,) aussi. (adapter les calculs précédents)

Définition 20.4. Soit E un K-espace vectoriel.

e Deux vecteurs x et y de E sont dits colinéaires si 'un est combinaison linéaire de |'autre, autre-
ment dit si l'un des deux est nul ou s’il existe 1 € K tel que x = 1y.

» Trois vecteurs sont dits coplanaires si I'un est combinaison linéaire des deux autres. Autrement
dit x, y et z sont coplanaires si deux des trois sont colinéaires ou s’il existe A, u € K tels que
x=Ay+puz.
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Exemple 20.5. e Dans E=R?%, u=(2,-6) et v = (1,-3) sont colinéaires.
e Dans E=R3, x=(2,1,0), y=(0,3,4) et z = (4,5,4) sont coplanaires.

Propriété 20.3. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Soient vy, ..., v des vecteurs de F. Soient Ay, ..., Ak
des scalaires. Alors, Mqvy + -+ Ay vy estdans F.

Remarque 20.2. On retiendra cette propriété fondamentale en disant qu’'un sous-espace vectoriel est
stable par combinaisons linéaires.

Propriété 20.4. Soient F, et F, des sous-espaces vectoriels d'un méme espace vectoriel E. Alors F1 N F»
est un sous-espace vectoriel de E.

Exemple 20.6. Lintersection de deux plans distincts passant par I'origine dans R? est une droite pas-
sant par 'origine.

Remarque 20.3. On généralise a une intersection finie de s.e.v.

Remarque 20.4. 1l est tout a fait possible qu’il n’y ait que 0r dans l'intersection. Par exemple, deux

droites distinctes de R? ont pour intersection {Og2} ('ensemble ne contenant que I'origine).

Profitons-en pour constater que dans n'importe quel espace vectoriel E, la partie {0z} est un sous-
espace vectoriel de E. De méme, la partie E elle-méme (tout 'espace) est un sous-espace vectoriel de
lui-méme.

Remarque 20.5. Attention, le résultat précédent est en général faux pour 'union! (voir le TD).

20.1.2 Sous-espaces vectoriels engendrés

Définition 20.5: Sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs

Soient vy,..., v des vecteurs de E. On note Vect(vy,..., V) 'ensemble des combinaisons li-
néaires obtenues a partir de vy, ..., Uk :

Vect(vy,...,vp) = Ao+ + A vi | Ag,..., A €KL

Théoreme 20.2
Soient vy, ..., vy des vecteurs de E. Vect(vy,..., Vi) est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque 20.6. La preuve consiste 8 montrer qu'une combinaison linéaire de combinaisons linéaires
est une combinaison linéaire.

Définition 20.6. On appelle Vect(vy,..., vg) le sous-espace vectoriel engendré par vy, ..., V.

Exemple 20.7. e F={(x,y) € R? / 2x — y = 0} est le sous-espace vectoriel de R? engendré par le
vecteur (1,2).

o G={(x,y) € R?/ x—y+z =0} estle sous-espace vectoriel de R® engendré par les vecteurs (1, 1,0)
et (-1,0,1).

6 Chapitre 20. Espaces vectoriels
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20.2 Familles de vecteurs

20.2.1 Famille génératrice

Définition 20.7: Famille génératrice

Si (vy, ..., ) est une famille de vecteurs de E, on dit que (v, ..., vx) est une famille génératrice
de E si Vect(vy,...,vr) = E.

Ainsi, une famille (v4, ..., V) est génératrice de E si tout vecteur de E peut s’écrire comme combi-
naison linéaire de vy, ..., vi. A priori, cette combinaison ne sera pas unique. Donner un exemple.

Plus généralement, on peut parler de famille génératrice pour un sous-espace vectoriel F de E :
c’est une famille (vy,..., vr) de vecteurs de F tels que Vect(vy,..., vi) = F.

Exemple 20.8. e (1,i) est une famille génératrice de C vu comme R espace vectoriel.
e Donner une famille génératrice de K" et de .4, 1 (K).

Propriété 20.5. Si F est un sous-espace vectoriel de E et (x1, ..., Xy) est une famille génératrice de F alors
toute famille de vecteurs de F contenant (x1,...,Xy) est également génératrice de F.

Propriété 20.6 (Lemme de réduction). Siv € Vect(xy, X2, ..., xr) alors Vect(xy, X2, ..., Xk, V) = Vect(xy, X2, ..., Xk).
Exemple 20.9 (Passer d'une expression analytique a une famille génératrice). Donner une famille gé-
nératrice de F = {(x,7,2) ER3 / x+y—2z=0et x+y=0}.

Exemple 20.10. Donner une famille génératrice de G = {(x, y,z) € R3 / 2x+ y—3z =0}.

Exemple20.11. Les vecteurs u; = (1,0,—-1) et up = (0,1, —-1) engendrent-ils .43 ; (R) 2 Sinon, déterminer
Vect(uy, uy).
Méme question avec v; = (1,-1,-1), v, =(-1,1,-1) et v3 = (-1,-1,1).

20.2.2 Familles libres

On a vu précédemment qu'un méme vecteur pouvait parfois s’écrire de différentes facons comme
combinaison linéaire d'une méme famille de vecteur. Cela arrive quand la famille n’est pas libre au
sens suivant.

Définition 20.8: Famille libre

Soient vy,..., v des vecteurs dans E.

1. On dit que la famille (vy,..., vg) est libre si
V/ll,...,/lkEKZ(/11U1+"'+/1kl)k:05) = (Alz"':AkZO)-

On dit également que les vecteurs v,..., V; sont linéairement indépendants.

2. Une famille qui n'est pas libre est dite liée : il existe 1;,..., 1, dont 'un au moins est non
nul tels que
AMx1+Aoxo+---+ /lka =0.

On dit aussi que les vecteurs sont linéairement dépendants.

M. Marmorat 7
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Propriété 20.7. Soit (vy,...,vy) une famille de vecteurs de E. Alors la famille (vy,...,vy) est libre si et
seulement si¥ Ay,..., A, t1,..., U €K:
M+ F A v =+ -+ urvr) = (Yiel[l, k] :A; = p;).

Remarque 20.7. La premiere condition dit que la seule facon d’obtenir 0 comme combinaison li-
néaire des v; est de prendre chaque scalaire égal a 0. La deuxieme condition est une propriété du type
identification des coefficients.

Remarque 20.8: Montrer qu'une famille est libre

Pour montrer qu'une famille (v4,..., v) est libre, on suppose qu'une combinaison linéaire
A1vy + -+ + A Ui est nulle et on montre que cela implique que A; = --- = A sont nuls.

En général on résout un systeme linéaire homogene, dont on montre que la seule solution est
la solution nulle.

Exemple 20.12. Dans R3, 1a famille formée de v, = (1,1,0), v> = (1,0,0) et v3 = (0,0, 1) est libre. Consi-
dérons en effet trois scalaires 11,12, A3 tels que

111/1 +A2U2+/131)3 =0.
En regardant coordoonnées par coordonnées, on a donc Ay + A, =0, A; =0 et A3 = 0. Donc les trois A;
sont nuls.
Exemple20.13. Dans R[X], la famille formée par 1, (X—1) et (X— 1)2 est libre. En effet, soient 1, A1, As €
R tels que Ao+ A; (X —1) + 1»(X —1)2 =0. On a donc
A2 X2+ (A1 —212) X + (Ao — A1 + A2) = 0.

Par identification des coefficients, cela implique que les trois A; sont nuls.

Exemple 20.14. Etudier la liberté de la famille (x;, x2, x3) donnée par x; = (0,1,2), x, = (1,0,2) et x3 =
(1,2,0).

Exemple 20.15. Etudier la liberté de la famille (x;, x», x3) donnée par x; = (0,1,2), x, = (1,0,2) et x3 =
(-1,2,2).

Propriété 20.8. Une famille constituée d’'un unique vecteur v est libre ssi v est non nul.
Une famille constituée de deux vecteurs v, et v, est libre ssi vy et vy ne sont pas colinéaires.

Propriété 20.9. Une famille de vecteurs est liée si et seulement si au moins l'un de ses vecteurs est com-
binaison linéaire des autres vecteurs de la famille.

Exemple 20.16. Donner une famille libre de K” et de .4, (K).

20.2.3 Bases

Définition 20.9. Une base d'un espace vectoriel E est une famille de vecteurs qui est a la fois libre et
génératrice.
Remarque 20.9. On parle aussi de base pour un sous-espace vectoriel F, avec la méme définition.

Exemple 20.17. Dans R®, on a montré précédemment que la famille formée de v; = (1,1,0), v, =
(1,0,0) et v3 = (0,0, 1) est libre. On montre aussi qu’elle est génératrice, c’est donc une base de R3.

8 Chapitre 20. Espaces vectoriels
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Les espaces vectoriels de référence possedent une base plus naturelle que les autres, qu’on appelle
la base canonique.

Définition 20.10. Soient n, des entiers naturels.

e La base canonique de K" est la famille (e, ...,ey;), ou e; est le vecteur de K" dont la i-eme
coordonnée vaut 1 et les autres O :

e1 =(1,0,0,...,0),e, =(0,1,0,...,0),...,e, = (0,0,...,1).
 Labase canonique de .4, ,(IK) est la famille formée par les matrices E; j,

avecl<i=<n,1<j<p.Lamatrice E; ; a pour coefficient 1 en position (i, j) et 0 dans les autres
positions.

Par exemple, dans .4, 3(K) :

1 00 010 0 0 1
El,l—(o 0 0),51,2—(0 0 0),51,3—(0 0 0),

000 000 000
Ezyl_(l 0 0)’E2’2_(0 1 0)’52’3_(0 0 1)'

Propriété 20.10: Caractérisation des bases

Soit E un espace vectoriel et (e,..., e;) une famille de vecteurs de E. (e,..., e,) est une base de
E si et seulement si tout vecteur de E se décompose de maniere unique sur les ey, ..., e, :

YueE, 3INuy,..,up) K/ u=ue;+ures+---+upe,.

Les uy,...,u, s’appellent les coordonnées de u dans la base e;,..., e;,.

\. J

Remarque 20.10. Dans un espace vectoriel E, la notion de coordonnées n’a pas de sens en soi. Cette
notion est toujours relative a la base B : il faut préciser selon quelle base on considere ces coordon-
nées.

Par ailleurs parler de coordonnées par rapport a une famille (vy,..., vi) qui n'est pas une base n'a
pas de sens non plus : ou bien x ne s’exprimera pas nécessairement comme combinaison linéaire
de vy,..., vk (sila famille n’est pas génératrice), ou bien cette combinaison ne sera pas unique (si la
famille n’est pas libre).

Exemple 20.18.

e Dans K", les coordonnées d'un vecteur x selon la base canonique (e,...,e;) sont ses coor-
données au sens usuel du terme : si x = (x1,...,Xx;), les coordonnées sont xi,...,x, car x =
X161 +"'+Xnen.

» Dans .4y, (K), les coordonnées d'une matrice M selon la base canonique formée par les E; ;
(avecl<i<netl<j<p)sontles coefficients de M.

e D’autres exemples.

Exemple 20.19 (Donner une base d'un sous-espace vectoriel donné sous forme analytique). Donner
une basede F = {(x,,2) e K3 / x+ y+2x =0}.

M. Marmorat 9
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Exemple20.20 (Donner une base d'un sous-espace vectoriel donné par une famille génératrice). Don-
1 0 1 2

ner une basede G=Vect||0]|,[1],]-1],]|2
1) \0 1 2

Exemple 20.21. Montrer que la famille

1\ [0\ (O
0 ’ )
2) \1 1

est une base de I3 et donner les coordonnées de tout vecteur dans cette base.

Définition 20.11 (Coordonnées dans une base). Si B = (ey,..., e;) est une base de E alors a tout vecteur
1231

Uz
u de E, on peut associer 'unique matrice colonne | . | telle que

Un

n
u=>y uje;.
i=1

On dit que c’est la matrice colonne des coordonnées de u dans la base B, notée

1231
2%
Coordg(u) =

Un

Propriété 20.11. Si(uy,...,u,) est une famille libre, alors c’est une base de Vect(uy, ..., uy).

20.3 Dimension

20.3.1 Dimension d’'un espace vectoriel

Théoreme 20.3: Dimension d’un espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel. Si E a deux base 98 et %', alors ces deux bases ont le méme nombre
d’éléments.

Définition 20.12. Ce cardinal commun a toutes les bases de E est la dimension de E.
Remarque20.11. Cette notion s’applique bien stir également a un sous-espace vectoriel F d'un espace
vectoriel E.
Exemple 20.22.

o C estde dimension 2 sur R, et de dimension 1 sur C.

e La dimension de K" est n, puisqu’on dispose de la base canonique (ey, ..., e,), de cardinal n.

» La dimension de .4, ,(K) est np. En effet, il y a np dans la base canonique formée par les
matrices E; j (avecl<i<n,1<j<p).
En particulier, la dimension de ./, (K) (matrices carrées de taille n) est n?.
Exemple 20.23. Lespace vectoriel {0} constitué seulement du vecteur nul a pour dimension 0.

10 Chapitre 20. Espaces vectoriels
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20.3.2 Familles libres, familles génératrices et dimension

On regroupe ici les résultats liant les notions de familles libres et génératrices a la dimension de
I’espace vectoriel. Ces résultats sont plutot intuitifs et peuvent se démontrer avec la méme approche
que celle suivie dans la démonstration du fait que deux bases d'un espace vectoriel ont méme cardi-
nal.

Propriété 20.12 (Familles libres et dimension). Soit E un espace vectoriel de dimension n.

e Si(vy,..., Vi) est une famille libre de E, alors k < n.

e Une famille libre de E de cardinal n est une base de E.

e Si(vy,..., Vi) estune famille libre de E, on peut la compléter en une base de E : c’est-a-dire trouver

des vecteurs vVi41,..., Up tels que la famille (v, ..., Vg, Vk+1,..., Un) est une base de E.
Propriété 20.13 (Familles génératrices et dimension). Soit E un espace vectoriel de dimension n.

e Si(vy,..., V) est une famille génératrice de E, alors k = n.

o Une famille génératrice de E de cardinal n est une base de E.

e Si(vy,...,Vx) est une famille génératrice de E, on peut en extraire une base de E : c'est-a-dire

sélectionner n indices iy,...,i, parmil,..., k tels que la famille (v;,, ..., v;,) soit une base de E.

Remarque20.12. Dans ces deux propositions, la deuxieme assertion affirme que, pour montrer qu'une
famille de n vecteurs de E (de dimension 7n) est une base de E, il suffit de montrer que la famille libre
OU génératrice. On peut considérer que des arguments de dimension permettent de ne faire que la
moitié du travail.

Quand on a le choix, on montre en général que la famille est libre.

Exemple 20.24. Les familles suivantes forment-elles une base de I’espace vectoriel sous-jacent?
1. ((1,1,0),(1,0,1)) dans K3?
2. ((1,1,0),(1,0,1),(0,1,0) dans K3?

20.3.3 Rang d’une famille de vecteurs

Propriété 20.14. Soit E un espace vectoriel (de dimension finie), soit F un sous-espace vectoriel de E.
Alors dim(F) < dim(E).
De plus, si on a l'égalité dim(F) = dim(E), alors F = E.

Remarque 20.13. On a bien stir un énoncé analogue si on considére deux sous-espaces vectoriels F et
G d’'un espace vectoriel E :

e Si Fc G, alors dim(F) =dim(G);

e Si Fc Getdim(F) =dim(G), alors F =G.

On voit de nouveau qu'un argument sur la dimension permet de ne faire que la moitié du travail : on
ne prouve que l'inclusion F c G pour montrer |'égalité F = G.

Exemple 20.25. La dimension d’'un sous-espace vectoriel est le premier élément permettant de com-
prendre cet espace vectoriel.

 Dans R?, les sous-espaces vectoriels sont de dimension 0 (seul le sous-espace {0}), 1 (les droites
passant par l'origine) ou 2 (seul R? lui-méme).
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e DansR3, les sous-espaces vectoriels sont de dimension 0 (seul le sous-espace {0}), 1 (les droites
passant par l'origine), 2 (les plans passant par l'origine), 3 (seul R3 lui-méme).

Définition 20.13. Soient vy, ..., vy des vecteurs d'un espace vectoriel E. Le rang de la famille (vy, ..., vg),
noté rg(vy,..., Vx), est la dimension de Vect(vy, ..., vg).

Propriété 20.15. Considérons k vecteurs vy, ..., Vi dans un espace vectoriel E de dimension n. Notons
p lerangde (vy,...,vy). On al'inégalité p < min(n, k). De plus,

e p=nssilafamille (vy,...,vy) est génératrice de E ;

e p =k ssilafamille (vy, ..., vy) est libre.
Remarque 20.14. Considérons deux familles de vecteurs (vy,...,vg) et (wy,..., w;) telles que la pre-

miere est une sous-famille de la seconde (chaque v; est un des wj).

Alors rg(vy,..., vg) <rg(wny,..., w;). En effet Vect(vy, ..., vg) < Vect(wy,..., wp).
Exercice 20.1. Dans R?*, on consideére les vecteurs u = (1,2,3,4), v = (0,1,2,3) et w = (2,5,8,11). Quel
estlerang de (u, v, w)?

Théoreme 20.4 (Calcul pratique du rang)
Le rang d’'une famille (v, ..., vy) de vecteurs deR" est le rang de la matrice a n lignes et k colonnes, dont
les coefficients sur une colonne i € [1, n] sont les coordonnées de v;.

On admet ce théoréme. Il peut étre démontré par un raisonnement abstrait basé sur le pivot de
Gauss. Mais il sera plus naturel, en considérant des opérations naturelles sur les colonnes, plutdt que
sur les lignes (programme de deuxieme année).

Remarque 20.15. Soient vy, ..., vi des vecteurs de R”. On note M la matrice n x k dont les coefficients
de la colonne i sont les coordonnées de v;. Alors

e Lerangde (vy,...,vi) estlerang de M.
o Lafamille est libre ssi ce rang est égal au nombre de colonnes.
o Lafamille est génératrice ssi ce rang est égal au nombre de lignes.

C’est une simple reformulation des résultats précédents.
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