Chapitre 24

Dérivation des fonctions réelles
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24.1 Deérivabilité

24.1.1 Deérivabilité en un point, fonction dérivée

Définition 24.1

Soit f: I — Ret xp € . La fonction f est dite dérivable en xj si le taux d’accroissement
JF(x) = f(xo)
X — X

admet une limite finie quand x tend vers xy.
Dans ce cas, cette limite est appelée nombre dérivé de f en xj et est notée f’(xo) :

1oy fO) = f(xo)
f'(xo) = )Clgn)go—x_XO .

. J

. f(xo+ h) = f(x0)

Remarque 24.1. * Enprenant & = x—xy onvoit que f est dérivable en x si et seulement si A
admet une limite finie quand # tend vers 0.

e On écrit f’(x), ce qui est tres différent de f(x)’ (qui n’a pas de sens).

R
Exemple24.1. e SoitKeRet f: . la fonction constante égale a K. Soit x € R, alors f

K
est dérivable en xj et f’(xy) =0, en effet on a

x)— f(x
Vx € R\ {xo} =) _
X — X
. R — R
e Soit g: r o g2 etxgeR. Ona
2.2
Xx)—g(x X~ =X,
VreR\(x), SO -8W0) _ 0~ x4 x
X— X X — X
Ainsi limy_. y, %ﬁ(ﬁxo) = 2Xxy, g est donc dérivable en xg et g’ (xg) = 2xo.
. R — R
e Soith: — VT etxg>0 Ona
h(x)— h(x X — /X X — X 1
VreR\ o), (x) (o):\/_ VX _ 0 _
X— Xp X— Xp (x—x0)(VXx++/Xy) Vx+Xo
Ainsilimy_ y, h(x;:i’éx‘)) = 2\}x_0, h est donc dérivable en xg et k' (x) = ﬁ Par contre lim,_. % -

+00, h n'est pas dérivable en x.

Théoreme 24.1

Soit f: I — R. Si f est dérivable en x € I alors f est continue en x.
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Remarque 24.2. Laréciproque est absolument fausse! Il existe des fonctions continues mais pas déri-
vables (voir plus bas I'’exemple de la fonction valeur absolue en 0).

Propriété 24.1. Soit f: I — R et xy € 1. Si f est dérivable en xq et [ (xo) # 0 alors
f(x) = f(x0) ot £ (x0) (x — x0)

Exemple 24.2. Grace a cette propriété, on retrouve les équivalents classiques vus au chapitre 16.(hor-
mis celui du cosinus).

e sin(x) ~ e In(x) ~
0 1
e cos(x)—1~
0 e Vitx—1~
e e¥—1~ 0
0
. 1n(1+x)€ . Sia;éO,(1+x)“—13

Définition 24.2

Soit f: I — Ret xy € I, 1a fonction f est dite dérivable a gauche en xj si le taux d’accroissement
F0)—f(x0)

X—Xo
De méme f est dite dérivable a droite en x; si le taux d’accroissemen
limite finie a droite en x;.

Quand ces limites existent on note alors

F(x0) = lim f )= f(xo) £ (x0) = lim JF(x) = f(xo)
gl = d M) =

X=X X=X x—xf  X—Xp

admet une limite finie a gauche en xj.
t J ()= f(x0)

f— admet une

Propriété 24.2. Soit f : 1 — R et xg € 1. [ est dérivable en xy si et seulement si [ est dérivable a gauche
et a droite en xy etfé(xo) = fé(xo).
Dans ce cas on a f'(xp) = fé,(xo) = f;,(xo).

R — R
Exemple 24.3. Soit f : . x| Ona

| x|

Vx<0, —=-1
X
| x|

Vx>0, —=1
x

Ainsi f est dérivable a gauche et a droite en 0 et on a
fé(0)=—1, f;0)=1

f n'est alors pas dérivable en 0.

Définition 24.3

Soit f: I — R. On dit que f est dérivable sur [ si f est dérivable en tout point de 1.
On appelle alors fonction dérivée de f la fonction qui, a x € I, associe le nombre dérivée de f
en x. On la note f’
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Propriété 24.3. Si f est dérivable sur I alors f est continue sur I.

La encore la réciproque est fausse!

Remarque 24.3. Parfois, surtout en physique, on note % la dérivée, cette notation est a éviter en ma-
thématiques car elle donne un réle particulier a la lettre x alors que le choix de la lettre pour la variable
est muet.

Exemple 24.4. » Les fonctions constantes sont dérivables sur R.

— R

. R — R L. e R
e Lafonction f: , est dérivable sur R de dérivée f':
X — X x — 2x

24.1.2 Interprétation graphique

Définition 24.4

Soit f une fonction continue de I dans R et soit xo € I. Notons € la courbe représentative de
la fonction f dans un repere (O, 7, f). Soit My (xo, f(x0)) le point de € d’abscisse xp.

Pour x € I notons M(x, f(x)) le point de €y d’abscisse x.

Une droite A est dite étre la tangente a € en xg si Mo € A et si le coefficient directeur de la corde
(M M) tend vers celui de A quand x tend vers xj.

Remarque 24.4. * Enun certain sens la tangente a €y en M est la «limite des cordes (M M) ».

o C’est le probleme, trés important au 17-éme siecle, de la recherche des tangentes aux courbes
des fonctions qui a conduit a I'introduction de la notion de dérivée et, par suite, a une grande
partie de I’analyse moderne.

4 Chapitre 24. Dérivation des fonctions réelles
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Théoreme 24.2

Soit f une fonction continue de I dans R et soit xj € 1.

Si f est dérivable en xj alors sa courbe possede, au point My(xy, f(xp)) une tangente dont le
coefficient directeur est f'(x).

Cette tangente est la droite d’équation

y = f(xo) + [ (x0) (x — x0)

Remarque 24.5. Dans le cas ou f n'est que dérivable a gauche ou a droite on parle alors de demi-
tangentes. Il est tout a fait possible que f admet des demi-tangentes a gauche et a droite des coeffi-
cients directeurs différents.

La fonction x — |x — 1] est dérivable a gauche et a droite en 1 mais pas dérivable en 1. Sa courbe
admet donc une demi-tangente a gauche et une demi-tangente a droite.

24.2 Calcul des dérivées

24.2.1 Opérations sur les fonctions dérivables

Théoréeme 24.3

Soit f:I—-Retg:I—R,soitAeR.
Si f et g sont dérivables en xj alors f + g, Af et f x g sont dérivables en xy. On a alors
o (f+8)(x0) = f'(x0) + &' (x0)
o (Af) (x0) = Af'(x0)
o (f x8)(x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0) g’ (x0)
Si, de plus g(xo) # 0 alors é et g sont dérivables en xj. On a alors
1) ~g' (xo)
| (E) TERE

Y f(x0)g(x) — f(x0)g (x0)
o [=| (x0) = 5
g(xo)

Corollaire 24.1. Soit f : I — R et g: I — R deux fonctions dérivables sur I et soit A € R. Alors
o f+gestdérivablesurlet(f+g)=f"+g

M. Marmorat 5
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o Af estdérivablesurl et (Af) =Af’

o fxgestdérivablesurletfxg) =f'xg+g' xf

Si g ne s'annule pas sur I alors

/
. l est dérivable sur 1 et(l) = —%
8 g g
/ / _ o
. i est dérivable sur 1 et(z) = fx8 zg xf
g g g

Théoreme 24.4: Dérivée de la composée

Soit f: I —Ret g:J— Rou Jestun intervalle de R tel que f(I) c J. Soit xp € I.
On suppose que f est dérivable en x et que g est dérivable en f(xp), alors go f est dérivable en
Xp et

(g0 f) (x0) = f'(x0) x (&' f) (x0)

Corollaire 24.2. Soit f: [ —Retg:] — R ou J est un intervalle deR tel que f(I) c ]. Si f est dérivable
sur I et g est dérivable sur ] alors go f est dérivable sur I et

(gof) =f'xgof

6 Chapitre 24. Dérivation des fonctions réelles
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Théoreme 24.5: Dérivée de la bijection réciproque

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur 1. D’apres le théoreme de la bijection
continue f est bijective de I dans un intervalle J et sa bijection réciproque f~! est continue et
strictement monotone de méme monotonie que f.

Si, de plus, f est dérivable en xj € I et f'(xo) # 0 alors f~! est dérivable en y, = f(xo) et

1

—1y/ _ 1 —
f )(J/o)—f,(xo) o F 10

Corollaire 24.3. Soit f : I — R une fonction dérivable sur I et strictement monotone. D'apres le théo-
réme de la bijection continue f est bijective de I dans un intervalle ] et sa bijection réciproque f~" est
continue et strictement monotone de méme monotonie que f .

f‘l est alors dérivable sur{y € J, f’(f‘l(y)) # 0}.

En particulier si f' ne sannule pas alors ! est dérivable sur J = f(I) et

1
o

(fH'=

Remarque 24.6. Quand on sait que f~! est dérivable, on peut retrouver la formule de la dérivée de
T

Soit g = fo f~! =1d;. g est dérivable et on a, si f~! est dérivable en y et f est dérivable en f~1(y)

Vyel, gm=0FYmxfofty
De plus
vyel, gy =1
Ainsi

1y 1
Vyel, (f 1)()’):W

en supposant que f’o f~! ne s’annule pas.
Exemple 24.5. Le cas des fonctions :

e Carréet,/-
e Inetexp

e tan et arctan
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24.2.2 Dérivées des fonctions usuelles

Fonction Intervalle de dérivabilité Dérivée
x— x", neN R x— nx" 1
x— 1, neN ] —00,0[ et ]0, +oo[ x—
0,+o0o[ sin estpair
xHx%,nel\l* ] [ ) p . x»—»%x%_l
R si n est impair
x— e~ R x— e
x— In(x) 10, +o00[ x—1/x
x—x% aeR 10, +o0][ x— ax®1
x—b* b>0 R x+— In(b)b*
X — sin(x) R X — cos(x)
X — cos(x) R X — —sin(x)
T T 1 _ 2
X — tan(x) |-5+kn, % +kn[, kez X o—rr = 1 +tan(x)
X — arctan(x) R X— 1o
X — arcsin(x) 1-1,1[ X — >
1-x
X — arccos(x) 1-1,1[ Xx— —— 2
1-x

24.3 Théoreme de Rolle et conséquences

24.3.1 Extremum local

Définition 24.5

VxelInlxy—a,xo+ al,

De méme, [ atteint un minimum local en x € I si

) = f(xo)

Soit f: I — Ret xp € I. On dit f admet un extremum local en x, s’il existe a > 0 tel que

Plus précisément, f atteint un maximum local en xj € I si

da>0,Vxeln]xg—a,xo+al, f(x)< f(xo)

da>0,Vxeln]xg—a,xo+al, f(x)= f(xo)

ou f(x)<=< f(xo)

Exemple 24.6. Par exemple

8
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Théoreme 24.6

Soit f :]a, b|— R une fonction dérivable. Soit x¢ €]a, b[. On dit que x( est un point critique de f
si f'(xo) =0.
Si f admet un extremum local en x €] a, b[ alors x( est un point critique de f (i.e. f’(xp) = 0)

Exemple 24.7. Par exemple

Remarque 24.7. o Laréciproque est fausse. En effet, tous les points critique ne sont pas des ex-
tremums, e.g. f: x — x> admet 0 comme point critique mais n’admet pas d’extremum local en
0.

o Lerésultat n’est valable que si x( est «al'intérieur de I'intervalle » et pas sur un bord. Par exemple
. 0) 1 I . o e .
la fonction g : [ « ] X admet un maximum local en 1 et un minimum local en 0 mais

—

aucun de ces points n’est un point critique.

24.3.2 Théoreme de Rolle, Accroissements finis

Théoreme 24.7: de Rolle

Soit a < b deux réels. Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b| et
telle que f(a) = f(b).
1l existe alors c €]a, b| tel que f'(c) = 0.

On peut généraliser ce résultat.

Théoreme 24.8: Formule des accroissements finis

Soit a < b deux réels. Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b|.
Il existe alors c €]a, b[ tel que
_ [ - f(a)

!
f (o e

M. Marmorat 9
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Remarque 24.8. En particulier si f(a) = f(b) on retrouve le théoréme de Rolle.

24.3.3 Monotonie, stricte monotonie

Théoreme 24.9

Soit f: I — R une fonction dérivable. Alors

e f estcroissante sur I si et seulement si

Vxel, f'(x)=0
e f estdécroissante sur [ si et seulement si

Vxel, f'(x)<0
e f estconstante sur [ si et seulement si

Vxel, f'(x)=0

Remarque 24.9. 1l est important de remarquer que ce théoréme ne s’applique que sur un intervalle.
Une fonction définie sur la réunion de deux intervalles de dérivée positive n’est pas forcément
croissante (et ne I’est souvent pas)

Par exemple soit f:

-1
* ! _
VXER, f(X)—?<0

Pourtant f n’est pas décroissante, en effet on a —1 <1 mais f(-1) < f(1).

Propriété 24.4. Soit f : I — R une fonction dérivable.

e Si
Vxel, flx)>0

Alors f est strictement croissante sur I.

e Si
Vxel, flx)<0

Alors f est strictement décroissante sur I.

Propriété 24.5. Soit f : I — R une fonction dérivable. Si
Vxel fl(x)=0

et f' ne sannule qu'en un nombre fini de points alors f est strictement croissante.
De méme, si
Vxel f'(x)<0

et f' ne s'annule qu'en un nombre fini de points alors f est strictement décroissante.

10 Chapitre 24. Dérivation des fonctions réelles
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R

R
Exemple 24.8. Soit f : X — x—sin(x)

. [ estdérivable surRetona

VxeR,  f'(x)=1-cos(x)

Ainsi
VxeR, f(x)=0

et
fl(x) =0 xe{2kn, ke z}

Soit I = [a, b] un intervalle borné de R, f’ ne s’annule qu’en un nombre fini de points sur I, ainsi f
est strictement croissante sur I. Comme f est strictement croissante sur tout segment de R alors f est
strictement croissante sur R.

On a vu que, si f admet un extremum local en un point x, € I alors f’(xg) = 0, la réciproque est,
elle, fausse. On a par contre

Propriété 24.6. Soit f :]a, b|— R une fonction dérivable. Soit x, €] a, b|.
Si f'(xo) =0 et f' change de signe en xy alors f atteint un extremum local en xy.

Remarque 24.10. 11 n’y a pas de résultat pour déterminer si f atteint un extremum global en xy, il faut
étudier au cas par cas.

24.4 Dérivées d’ordre supérieur

24.4.1 Définition

Définition 24.6

Soit f: I — R. On dit que f est deux fois dérivable sur I si
e f estdérivable sur I,

o f’estdérivable sur I.

2
La dérivée de f' s’appelle dérivée seconde de f et se note f” ou % (lire «d 2 fsur d x 2 »).
Plus généralement on définit par récurrence les fonctions n-fois dérivables.
On dit que f est n-fois dérivable sur I si

e f estdérivable
o f’'est n—1 fois dérivable

On note f la dérivée n-iéme de f, on a alors

fO=r =

VneN,  (f)D =y =

drf

Remarque 24.11. On note également .

M. Marmorat 11
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Définition 24.7
SoitneNet f:I—R
e On dit que f estde classe €" sur I (ou que f est n-fois continument dérivable sur I) si f
est n-fois dérivable sur I et £ est continue sur I. (Note : Si f est de classe 6" alors, pour
tout k € [0, n], f® est continue.)
On note € (I) I'ensemble des fonctions de classe 6" sur I. En particulier €°(I) est I'en-

semble des fonctions continues sur I et €1 (I) est ’ensemble des fonctions dérivables de
dérivée continue sur I.

 Si f est n-fois dérivable sur I pour tout entier n € N on dit alors que f est infiniment (on
indéfiniment) dérivable. On dit également que | est de classe € sur I.

On note ¥°°(I) I'’ensemble des fonctions de classe € sur I.

Remarque 24.12. On a
€)= €* )

keN
VieN G c€"DcE" 'I)c---ce ()’ )
Exemple 24.9. ¢ Les fonctions polynomiales sont de classe € sur R.

 Les fonctions sinus, cosinus et exponentielle sont de classe € sur R.
e Les fonctionIn et x — % sont de classe € sur ]0, +ool.
R — R
e Lafonction f: o {x2 sin (%) six#0 est continue et dérivable sur R mais n’est pas de
0 six=0

classe € surR.

24.4.2 Opérations sur les fonctions de classe €

Propriété 24.7. SoitneN, (f,g) € €"(I)*> et A€ R. Alors Af et f + g sont de classes €" surI et
° (Af)(”) — /lf(”)
° (f+g)(n) = f(n) +g(n)

Corollaire 24.4. Soit n €N, €"(I) est un R-espace vectoriel.
De plus €°°(I) est également un R-espace vectoriel.

Propriété 24.8. Soit f € €"(I) et g € €"(J) oir ] est un intervalle deR tel que f(I) c J.
Alors go f est de classe €" surI.
Si, de plus | et g sont de classe € alors go f est de classe €.

*
E—

En particulier dans le cas ou g : . 1 ona

X
Propriété 24.9. Soit f € € (1), on suppose que
Vxel f(x)#0

Alors % est de classe €" surI.

12 Chapitre 24. Dérivation des fonctions réelles
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