votre propre fiche - éventuellement plus compléte.

BCPST1A — Equations différentielles linéaires :

Cette fiche est donnée a titre indicatif: elle ne dispense pas d’apprendre le cours, mais peut servir de base pour faire

fiche de révision

1) ler ordre a coefficients constants

Définition. On appelle EDL du ler ordre a coefficients
constants une équation du type :

ay'(z) + by(z) = f(z)

ou a,b € R (avec a # 0), f est continue sur l'intervalle
I C R (second membre), et y : I — R est dérivable (incon-
nue).

Résoudre (E) = trouver TOUTES les solutions sur I.

Equation homogeéne associée :

(E) Ve el

(H) ay'(z)+by(z)=0 Vaxel.

POINT METHODE 1 (en 3 étapes)

1) Calculer TOUTES les solutions de (H).

2) Exhiber UNE solution particuliére yo de (E).
3) Synthése toutes les solutions de (E)

Y=Y +yH|

sont

1.1 Résolution de (H)

Proposition. On note Sy l'ensemble des solutions de (H).

Alors
sH:{

1.2 Solution particuliére :
constante

I —-R

z s Ke a® ’KER}'

variation de la

Si f est constante : on teste une solution constante
yo = k. Alors yj) = 0 et (E) donne bk = f (donc si b # 0,
k=1).

Si f n’est pas constante :
de la constante.

méthode de la variation

1. On fait varier la constante dans les solutions de (H) :
on cherche yg sous la forme

yo(z) = K(z)e %,

ol K est une fonction dérivable sur I.

2. On utilise que yo est solution de (E) :
(apres calcul, les termes en K(x) doivent s’annuler !)

f@) b

a

ayp(x) + byo(z) = f(z) = K'(z)=
3. On détermine une primitive de K’ (pas de constante ici,
car on ne veut quUNE solution particuliére).

1.3 Superposition + synthése

Remarque (principe de superposition).
Sif=fi+ -+ fonetsiyl,...,y, sont des solutions partic-
uliéres de ay’ +by = f1,...,ay’ +by = f,, alorsy1 +- - -+y,
est une solution particuliére de ay’ + by = f.

Proposition. Toute solution y de (E) sur I est la somme
d’une solution particuliére de (E) et d’une solution de (H).
En d’autres termes, notant Sg 1’ensemble des solutions de
(E) et yo une solution particuliére :

Sg ={yo+ ym , yu solution de (H)}
I—-R
z— yo(a) + Ke a®

Ker}.

2) ler ordre a coefficients non con-
stants

Geénéralisation. On s’intéresse aux équations du type :

y'(x) + b(x)y(z) = f(2)

ou b, f sont continues sur I (& valeurs réelles) et y: I — R
est dérivable.

(E) Ve el

Equation homogéne associée :

(H) o (2) +b(z)y(z) = 0.

2.1 Résolution de (H)

Proposition. On note Sy 'ensemble des solutions de (H).

Alors :
sH:{

ol B est une primitive de b sur I.

I >R

z— Ke B@ > Ke R}

2.2 Solution particuliére : encore variation

de la constante
On cherche une solution particuliére yq sous la forme
yo(z) = K (x)e” B@ (K dérivable, définie sur 7).

En imposant que yo vérifie (E), on obtient (refaire a chaque
fois le calcul):

K'(z) = f(x)eP@ |,

Puis on prend une primitive de K’ pour obtenir K (une
primitive suffit).

2.3 Synthése

Proposition. Toute solution y de (E) est la somme d’une
solution particuliére yo et d’une solution de (H).
Donc, avec Sg 'ensemble des solutions de (E) :

Se = {yo +yu , yu solution de (H)}

:{I_”R m),KeR}‘

x> yo(z) + Ke B(
la superposition reste valable.

Remarque :




3) 2e ordre a coeflicients constants

Définition. Une EDL du 2e ordre a coeflicients constants
est :

(B) ay’(x) +by'(z) + cy(x) = f(z) Veel,

ou a,b,c € Raveca # 0, f est continue sur I et y est deux
fois dérivable.
Equation homogéne associée :

(H) ay” +by' +cy=0.

POINT METHODE 2 (2e ordre)

1) Résoudre (H) avec I’équation caractéristique.

2) Trouver UNE solution particuliére yo de (E).

(La variation de la constante n’est pas au programme au

2e ordre.)
On se limite aux cas usuels : [ constante ; f(x) =
P(x)e™® ; f(z) = sin(wz) ou cos(wz).

(Souvent la forme de gy, est donnée, sauf quand f
est constante.)
3) Synthése : y = yo + ypu.

3.1 Résolution de (H) : équation caractéris-

tique

Définition. L’équation caractéristique associée a (H) est :
ar? +br +¢=0, A = b% — dac.

Proposition. On note Sy l'ensemble des solutions de (H).

e Si A > 0 : racines réelles ry # 1o
I —-R
Su = { T A eT 4 \pe2T (
e Si A =0 : racine double r
G, = I—-R
H7Y o O\ + pz
e Si A <0: racines a % iw (w > 0)

g — I—-R
R R (A1 cos(wz) + Agsin(wz))

)\1,/\2) ERQ}.
yere » ) €R2}-

(A1, A2) € RQ}

3.2 Formes classiques pour y

(i) Si f est constante : on teste yo = k constant.
Alors y), = yi = 0 et (E) donne ck = f. Si ¢ # 0, on peut
prendre

Yo= ~ |
c

(sic =0, il faut adapter : essayer Az ou Az? selon le cas.)

(ii) Si f(z) = P(z)e™® : on cherche

yo(x) = R(x)e™
oll R est un polynéme a déterminer, avec la régle :

e si m n’est pas racine de l’équation caractéristique :
deg R =deg P ;

e si m est racine simple : deg R =deg P+ 1 ;

e si m est racine double : deg R = deg P + 2.

POINT METHODE 3 : on remplace yy dans (E) et on
fait une identification des coefficients.

(iii) Si f(z) = sin(wz) ou cos(wz) :
yo(x) = Asin(wz) + pcos(wr)

ou

yo(x) = Az sin(wz) + px cos(w).

(Le facteur x apparait quand on est “en résonance” avec
YH-)

3.3 Synthése

Proposition (admise). Toute solution de (E) est de la
forme

y(@) = yu () + yo(a) |

Avec des conditions initiales : on les utilise a la fin pour

déterminer les constantes.



