BCPST 1B Feuille de cours 3 : suites usuelles 2023-2024

Feuille de cours 3 : suites usuelles

Une suite numérique est une application de N dans R (ou C), on la note typiquement u ou (u,)
ou (Up)nen OU encore (Uy)n>o- ¢

N o s b # (=)
Attent '(7_;)#*{}&%“ ””’Hj% ; ﬁ j’%wuw«dab
g A et

On peut distinguer deux fagons de définir des suites :

la A

e de maniere explicite, c’est-a-dire en donnant l’expression de u,, en fonction de n. Par
exemple : la suite ( un> définie par : Vn € N, u,, = 3n? + ¢". .
N A . . Z&%rgﬂl’w

e de maniere implicite, c’est-a-dire en donnant le (ou les) premier terme, et une relation =
de récurrence expliquant comment obtenir un terme de la suite en fonction du (ou des) M

44
précédent. Par exemple : la suite (u,) définie par : ug = 4 et Vn € N, @: u? + et 4 :{HL 4 A
Dans ce cours, on s’intéresse a des suites définies de maniére implicite, mais qui sont suffisam- "
ment simples pour qu’on puisse en obtenir une écriture explicite.
On rappelle enfin quelques définitions de base concernant la monotonie des suites :
Définition 1
Une suite (u est dite :
(n)nZO B o ki 3L€RI~VM6”\}) J,,(n-.-_C
e constante lorsque : hé¢ N ) Mo My\ M
— T wran . ApeN -V 70 4 =
_b . |\P g’{',{/l/"‘ u/\f'wl/l WJ’ : F h+|
o stationnaire lorsque : (4,)) ¥ &G o [
e croissante lorsque : VL héb\/’ Mo > M,
Py
e strictement croissante lorsque : N we N ) Mt R
—_ }A o %,;u[:@_ M\Oaﬂ\ﬁ
e décroissante lorsque : Ynel | My S o Tpan W

ﬂ 9 [} WC I/, (/\va\ﬂ&t
e strictement décroissante lorsque : v weN J JMVH-( < " JK/ g hecls

e monotone lorsque : [ M) et uuoh%m—t‘- o AF (00wl

b v il " ouawrcmtt
e strictement monotone lorsque : [/u n\ \(,1|’ sh’ (/v“\maMJGl |M

Remarque 2 -
Attenttion, il existe des suites qui ne sont pas monotones. Par exemple la suite (u,,) = ((“/0
[} I

1 Suites arithmétiques s

1.1 Définition et forme explicite

Définition 3
Une suite (u,,),>0 est dite arithmétique lorsqu’il existe r € R tel que : Vn € N, w1 = up, + 7.
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Remarque 4
e Le nombre r s’appelle raison de la suite.

e La raison ne dépend pas de n! Ainsi, si (u,) est définie par la relation u,,1 = u, + 2n
alors (u,) n'est PAS arithmétique.

e Une suite (u,,) est arithmétique si et seulement si la suite (u,+1 — u,,) est constante.

Proposition 5
Soit (un)n>0 une suite arithmétique de raison r. Alors :

Vn €N, u, =ug+ nr
De maniere plus générale, pour tout p € N on a : Qute F/
Vn > p, u, =u,+ (n—p)r

Démonstration : ‘E.)(D’Vw 73 e /N) ek’ et TQ(')Q : h Ap= /u + (’h‘,OB/L ! d’ 0{5{4?\/"'\1;;"’\0
(n oL G M
P ) v 7""’1"/1 (/r 71\/;)(/1 - (‘P(‘q,(,alr V\rowz,

,L/vwha&m Povr m = P) Mt

m(/{&ﬁ g.k ju;;w 7[/01M i (b M2 f/
ot n [ de ot () )

= /{APAV"P\“ ro (4R

e

ﬂm{—l -
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Exercice 1
1. Soit (uy)n>o la suite arithmétique de raison 2 et de premier terme uy = 5. Donner, pour
n € N, 'expression de u,, en fonction de n.

2. Soit (vy)n>1 la suite arithmétique de raison —4 et de premier terme v; = 7. Donner, pour
n € N*, 'expression de v,, en fonction de n.

/I>MM=J40+ mx2 = OF

%y - P o A= A= ) = 1

m

Exercice 2

Un,
Soit (uy)n>o0 la suite définie par : ug =5 et Vn € N, u,yq =

2u, + 1
1. Démontrer que : Vn € N, u,, > 0.
Ceci assure que la suite (u,) est correctement définie et qu’on peut également définir la

suite (v,) par : Vn € N, v, = —.

Un
2. Montrer que (v,) est arithmétique.
3. En déduire, pour n € N, 'expression de v,, puis de u,, en fonction de n. kg
T T S L
) wb - A A A R S 4, (,uu':}\@VL |
%”o o ol vomlar ¥ Ve, a>0 - fdono- g o

| >©
1 .'PS)B'lM n="2 ) Olj/’\? ;/OMVMV-O"‘U((V‘G]“ a/a;/'do . Z«’h-# A[jh? (Co;]\’l/tbz)‘/lh—H? \
- M >o0 , >

21, & S
/’Lvm o e, e, v\A y Jut | SR
ZJ)VHGN/ e, b S a "I M, M,
I (rum} o avthun. do raven 2 D!

1

T A
N

A/‘N\L —4/—_/—’+2W O{M‘f\c /L( = /l -
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1.2 Propriétés
Proposition 6
Soit (u,,) une suite arithmétique de raison r.

1. Sir >0, alors (u,) est strictement croissante et lim w,, = 4o0.
n—-+0o

2. Sir <0, alors (u,) est strictement décroissante et 1_1)111 Uy = —00.
3. Sir =0, alors (u,) est constante.

Démonstration :

Proposition 7
Soit (un)n>0 une suite arithmétique de raison r alors pour tout n € N on a :

TL

c/

M"’M”’M b

nr

Remarque 8
Cette formule n’est pas a connaltre par coeur mais a savoir retrouver.

Démonstration : 4N

L o v
.0 - M (meD)
+ - 4 X[%_toM\ + L

Exercice 3

Soit (u,) la suite arithmétique de raison —1 et de premier terme uy = 3. Exprimer, pour n € N,
n

u,, en fonction de n et en déduire Z U
k=0

M/k: Jua+ /VL[—/Di . VlJr\(G——m
S 3k 2o B ) )
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2 Suites géométriques

2.1 Définition et forme explicite

Définition 9
Une suite (uy,)n>0 est dite géométrique lorsqu'il existe ¢ € R tel que : Vn € N, uyq1 = ¢ X uyp,.

Remarque 10
e Le nombre ¢ s’appelle raison de la suite.

e La raison ne dépend pas de n! Ainsi, si (u,) est définie par la relation w,,; = u, X 2n
alors (u,) n’est PAS géométrique.

. p s . . . Un+1
e Une suite (u,) ne s’annulant pas est géométrique si et seulement si la suite ( - ) est
un
constante.

Proposition 11
Soit (uy)n>0 une suite géométrique de raison ¢. Alors :

Vn eN, u, =ug X q"
De maniere plus générale, pour tout p € N on a :

Yn > p, U, =up, X ¢"°F

Démonstration : ]E’-VOW’ FE:TN o nsteve GD(’“\ '-L( ‘AA’Y\:MP‘I?W'D | ' mk PNMW( P(W\)
Ao I o o v
@ el oep o
. M- m U Wl/\ m}o
D)8z gl oo e 7 7
mo= MK /%(MM)M?(M‘J
Mt ” h_[,)( [‘#U
= -.L}? 7

'7’L+|-r

=ug T ogt



BCPST 1B Feuille de cours 3 : suites usuelles 2023-2024

Exercice 4
1. Soit (uy)n>0 la suite géométrique de raison 2 et de premier terme ug = 5. Donner, pour
n € N, 'expression de u,, en fonction de n.

2. Soit (vy)n>1 la suite géométrique de raison —4 et de premier terme v; = 7. Donner, pour
n € N*, l’expression de v,, en fonction de n.

A>/w /vtxi 52 L A
N UY(@J“ oy AR
Exercice 5

Soit (uy)n>o0 la suite définie par : ug =5 et VYn € N, w,iq = 2u, + 1.
On définit la suite (v,) par : Vn € N, v, = u, + 1.

1. Montrer que (v,) est géométrique.

2. En déduire, pour n € N, I'expression de v,, puis de u,, en fonction de n.

— a4 :2u+/4+/1‘-2u42=02(ﬂm+/’>:2‘%

o, o rowe. &
e WZ (/ufﬂ 2 & "2
P L - gy ZVL O(/VV\‘ /Um_’ 6%2 -4
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2.2 Propriétés
Proposition 12
Soit (u,,) une suite géométrique de raison g et de premier terme g # 0.
1. Si g < —1, alors (u,) n’a pas de limite.
2. S5i—1<g<1,alors lim u, =0.
n—-4o00

3. Si ¢ =1, alors (u,) est constante.

400 siug >0

n—r+o00 —00  siug <0

4. Sig>1,alors lim wu, = {

Démonstration :



BCPST 1B Feuille de cours 3 : suites usuelles 2023-2024

Proposition 13
Soit (uy)n>0 une suite géométrique de raison ¢ alors pour tout n € N on a :

n (n+ 1ug sig=1
D wk = L—g™t
Ug X ———  si 1
k=0 0 1—gq q 7
Remarque 14
Cette formule n’est pas a connaitre par coeur mais a savoir retrouver.

Démonstration :

Exercice 6
Soit (uy,,) la suite géométrique de raison —1 et de premier terme ug = 3. Exprimer, pour n € N,

n

u, en fonction de n et en déduire Z Uy
k=0
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3 Suites arithmético-géométriques

Définition 15
Une suite (uy,)n>0 est dite arithmético-géométrique lorsqu’il existe a,b € R tels que :
Vn €N, up,11 = au, + 0.

Remarque 16
e Par exemple, la suite (u,,) définie par ug = 3 et : Vn € N, u, 1 = 2u, — 5 est arithmético-
géométrique.

3v, — 1
e La suite (v,) définie par vg =1 et : Vn € N, v, = Un =

2
2 9~
A,

e Les nombres a et b apparaissant dans la définition doivent étre des constantes. Par
exemple, la suite (w,) définie par la relation de récurrence w, 1 = 2w, + n? n’est PAS
arithmético-géométrique.

o o

IS

Dans la suite de ce paragraphe, on suppose que le nombre a apparaissant dans la définition
d’une suite arithmético-géométrique (u, 11 = au, +b) est différent de 1. En effet, si a = 1 alors
on est en fait face & une suite ¢, Sy W

Proposition 17

Soit (uy)n>0 une suite arithmético-géométrique définie par la relation : Vn € N, w,41 = au, +b
avec a,b € Ret a # 1.

Si ¢ est la solution de 1’équation ¢ = af + b, alors la suite (v,,) définie par : Vn € N, v, = u,, — ¢
est géométrique de raison a.

A vaova'e»\ Aras ),J,Mf'ﬁ

Lﬁ"e%ﬁﬁwzqw foolib e [l o L1
?W‘bwl/newwm
o = M ) A{Lo&(v\\

Wt mH

Cugr b - (LA ) )
n}Jr,Q +\0/€ (can 0™

Remarque 18
Le nombre ¢ tel que ¢ = al + b est appelé point fize de la relation de récurrence u, 1 = au, +b.
C’est le nombre tel que : si uy = ¢ alors la suite (u,,) est constante a £.
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Méthode pour obtenir ’expression d’une suite arithmético-géométrique :
Si (uy)n>0 est donnée par la relation u, 1 = au, + b avec a # 1.
- —

7 P4 . — J
1. Résoudre 1 equatlon {=al+b. 7 9
2. Poser (v,) = (un(2)0).
3. Verlﬁer que (v,) est géométrique de raison a, c’est-a-dire que : td o] o+l
V&éw) N = . N - axmw v\-_l)’;ﬂ'(}/m}w\kéﬂ,&\_/w/"' OM ﬁ?ﬂMM/}C/m
mt T "~

4. En déduire que : Vn € N, v, = vy x a”™ avec vg = ug — /.

5. Revenir a ’expression de u,, via : u,, = v, + £.

Exercice 7
Dans chacun des cas suivants, déterminer I’expression de u,, en fonction de n.

1. ugp=>5etVn e N, u,y1 = 3u, —4.
2u, + 1

3
3. up=>5et Vn e N* w1 = —u, — 2

9., & -2
4mwwwwierz<,i%*&) 4
) o i B ) 2y
P bk vEINT o 3{4_4 96 - 3(u 1) = ”gv

o= M -
@X.'vnfm, g o T fa e TP

e ~dt L :gm*'+2

2. up=6et Vn € N, upq =

10
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4 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

4.1 Définition

Définition 19
Une suite (uy,)n>0 est dite récurrente linéaire d’ordre 2 lorsqu’il existe a,b € R tels que

Vn € N, Uy = a1 + buy,.

Remarque 20
Pour a, b fixés, la suite (u,) est entierement déterminée par la donnée des deux premiers termes
up et uy. On dira donc par exemple, pour donner une telle suite : soit (u,),>o la suite définie
par :

ug =1, ug = =2, et

Vn € N, Uyio = 3upsq + 4u,.

Exemple 1
La suite de Fibonacci (¢, )n>0 définie par g = 0, ¢1 = 1 et pour tout n € N, ¢,10 = @pi1+¢n
est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

Pour démontrer des résultats sur les suites récurrentes linéaires d’ordre 2, on utilise naturelle-
ment la récurrence double.

Dans toute la suite de ce paragraphe, les réels a et b sont fixés. On suppose de plus que b est
différent de 0. En effet, si b = 0 alors, la suite (u,,) est

4.2 Caractere linéaire et solutions particulieres

On cherche a “résoudre” la relation de récurrence, c¢’est-a-dire a connaitre I’expression des suites
(un)n>o satisfaisant 1'équation

(E) : VYneN, upio = aupe + buy,.
Faisons une premiere remarque sur 'ensemble des suites (u,),>o solutions de (E).

Proposition 21 (principe de superposition)
Soient (uy)n>0 €t (vn)n>o deux suites satisfaisant I’équation (E) et soient A et p deux réels.
Alors la suite (wy,),>0 définie par : Vn € N, w,, = Au,, + pv, vérifie aussi 'équation (F).

Démonstration :

11



BCPST 1B Feuille de cours 3 : suites usuelles 2023-2024

Poursuivons en recherchant les suites géométriques, solutions de (E). Soit ¢ € R; pour que la
suite (¢") soit solution de F il faut et il suffit que

Vn eN, ¢"% = ag" + bg".

En simpliﬁantE] par ¢", on voit que cela revient a demander que :
Les solutions ¢ de cette équation polynomiale ont donc une importance particuliere.

Définition 22
On appelle polyndme caractéristique de 'équation (E) le polyndéme P(X) = X? —aX — b.

Lemme 23
Soit ¢ € R une racine du polynéme caractéristique P(X) = X% — aX — b. Alors,
1. la suite géométrique (¢"),>o satisfait (E),

2. si de plus le discriminant de P est nul, alors la suite (ng"),>o satisfait aussi (£).

Démonstration :

Remarque 24
Le lemme donne des suites (u,), (v,) solutions de (£). En appliquant le principe de superpo-
sition, on peut en construire d’autres : les (Au,, + pvy)n>0 pour A, u € R quelconques.

1. il faut ici supposer que ¢ # 0, mais si ¢ = 0 alors la suite (¢") est la suite nulle, qui est solution de (FE)

12
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4.3 Expression de u, en fonction de n

Proposition 25
Soit (uy)n>0 une suite récurrente linéaire d’ordre 2 donnée par

ug, up €ER et Vn € N, upio = auyy1 + buy,.

Soit P(X) = X? —aX — b son polyndme caractéristique et soit A = a? + 4b le discriminant de
ce polynome.
1. Si A > 0, alors P admet deux racines distinctes ¢1,¢2 € R et il existe A\, 4 € R tels que :
Vn € N, u, = A} + uqy,
2. Si A =0, alors P admet une seule racine ¢ € R et il existe A\, u € R tels que :
Vn e N, u, = A" + unqg",

3. Si A < 0, alors P admet deux racines complexes conjuguées z1, zo € C; notons r = |z|
et O = arg(z;) (c’est-a-dire que z; = re?) avec r € RY et § € R. Alors il existe A\, u € R

tels que : Vn € N, w,, = ()\ cos(nd) + usin(n@))r”.

Remarque 26
Attention a I'ordre des quantificateurs! Les conclusions sont bien de la forme :

JNpueR : VneN,| u,=...

et non

VneN, I\, u, €R : u, =...

Démonstration :

13
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4.4 Exemples

Exercice 8
Déterminer le terme général des suites suivantes :

1. La suite de Fibonacci (¢,,) définie par g =0, 1 =1et Vn € N, @,10 = @5 + ©np1.
—5uy, 3up
2. La suite (u,) définie par up =2, uy =1 et Vn € N, w40 = UJ;—FU
1
3. La suite (v,) définie par vg =4, vi =1 et Vn € N, vp40 = vpy1 — ~Un.

4
4. (cas A < 0) : la suite (u,,) définie par ug =3, u; =2 et ¥n € N, uy10 = 2upi1 — Uy.

5. (cas A < 0) : la suite (v,) définie par vo = 5, v; = —4v/3 et
Vn €N, vpyo = —2V3 Unpq — 40y,

14
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