BCPST 1B TD 9 : ensembles (corrigé) 2022-2023

Exercice 8
Soit £/ un ensemble. Pour A, B deux parties de F on définit la différence symétrique de A et
B par :
AAB=(ANB)U(ANB)

1. Représenter AAB sur un dessin.

2. Pour une partie A € P(FE) quelconque, que vaut AAE? AAA?

3. Montrer que pour toutes parties A, B de F on a AAB = (AU B)\(AN B).

On reviendra d la définition de I\J.

Solution :

1. AAB est la partie en rouge sur le schéma ci-dessous :

2. Soit A€ P(E), on a:

AAE = (ANE)U(ANE)=(AN@)UA=0UA=A
AAA=(ANAU(ANA)=0Ug =0

3. Soient A, B € P(E).
Solution 1 : par calcul direct.
Par définition de la différence on a (AU B)\(AN B) = (AUB)N(ANB).
Puis d’aprés les lois de De Morgan : AN B = AU B.
Enfin en utilisant les regles de distributivité de I'union et I'intersection on obtient finale-
ment :

Solution 2 : par double inclusion.
Montrons que AAB C (AU B)\(ANB) : Soit + € AAB = (AN B) U (AN B) alors

r € AN B oux € AN B. Traitons les deux cas :
e Sire ANBalorsx € Adoncx € AUB; et v € Bdoncx & Bdoncz & AN B.
Ainsi z € (AU B)\(AN B).

e Size ANBalorsxz € Adoncax ¢ Adoncax € ANB; etz € B doncxr € AUB.
Ainsi x € (AU B)\(AN B).
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Dans tous les cas on a z € (AU B)\(AN B).
Finalement cela prouve bien que AAB C (AU B)\(AN B).

Montrons que (AU B)\(AN B) C AAB : Soit z € (AUB)\(ANB) alors x € AU B donc
x € Aoux € B. Traitons les deux cas en nous servant du fait qu'on a aussi t ¢ AN B :

e Siz € Aalors, puisque t € ANB,onax ¢ Bie v B. Ainsi x € AN B et donc
r € (ANB)U(ANB).
e Six € B alors, puisque r € ANB,onax g Aie. x € Adoncx € AN B et donc
re(ANB)U(ANB).
Dans tous les cason a z € (AN B)U (AN B) = AAB.
Finalement cela prouve bien que (AU B)\(A N B) C AAB.

Par double inclusion on a finalement montré que AAB = (AU B)\(AN B).



