BCPST 1B TD 10.1 : matrices 2023-2024

Exercice 1 (Piéges du produit matriciel)
Dans chacun des cas suivants, calculer les produits matriciels demandés puis identifier une regle
de calcul vraie pour les nombres réels qui n’est plus vraie pour les matrices.

10 00
1. A= (1 0) et B = (1 1). Calculer AB.

Moralité :

11 1 0 2 2
2. A= (1 1), B = ( 1), C= (_2 _3>. Calculer AB et AC.

Moralité :

3. A= G 1) et B = (_11 _01> Calculer AB et BA.

Moralité :

4. Mémes matrices que dans le 3. Calculer (AB)? et A2B2.

Moralité :

5. Mémes matrices que dans le 3. Calculer (A + B)? et A? + 2AB + B

Moralité :
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Exercice 2

Dans chacun des cas suivants, lesquels des neuf produits formés a partir de deux des matrices
suivantes sont réalisables 7 Que valent alors ces produits (présentez vos résultats dans un tableau
a double entrée) ?

11
111
1.A:(1 A 0),3:(0 2 —1), C= |0 0)
5 1
1

1 3 - 11
2.A:(§’f‘1_01>,3= 2 0 1]|,c=100
1 -1 -1 5 1

Exercice 3 2 0

1. Soit A = 0 3/ Déterminer toutes les matrices M € My(R) qui commutent avec A,
c’est-a-dire telles que AM = M A.
2 1
2. Soit B = 0 2/ Déterminer toutes les matrices M € Ms(R) qui commutent avec B,

c’est-a-dire telles que BM = M B.

Exercice 4

. 1 2
Soit A = <3 6).

1. Calculer A? et exprimer A2 en fonction de A.
2. En déduire A™ pour tout n > 1.

Exercice 5
Déterminer M"™ pour tout n > 0 dans chacun des cas suivants (on commencera par calculer a
la main M™ pour de petites valeurs de n) :

111 5 2
L M=(111 2'M:<—12 —5) o 1
111 M=

o O O O
SO O
O O = =
O R Rk R

Exercice 6

. 1 1
Soit A = (0 2).

1. Calculer successivement A2, A3 A% et AS.
2. Emettre alors une conjecture sur 'expression de A” en fonction de n pour tout n € N.

3. Démontrer cette conjecture par un raisonnement par récurrence.
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Exercice 7 (extrait d’un DS précédent)

2 1 1 1 1 1
Partie A. Soit M =1 2 1]etsoitJ =1 1 1
1 1 2 1 11

1. Exprimer .J? en fonction de J.
2. Quelle relation y a-t-il entre M, J et I37

3. Démontrer par récurrence que : Vn € N, M"™ = I3 + «,,J
ou (av,) est la suite définie par ag =0 et : Vn € N, o, = 4o, + 1.

4. Conclure en donnant I'expression de M" en fonction de n pour tout n € N.

Partie B. Soient (u,,)n>0, (Un)n>0 €t (wn)n>o les suites définies par ug = vy = wy = 1 et pour

tout n € N :
Up+1 = 2uy, + vy + Wy,
Upt1 = Up + 20, + wy,
Wpy1 = Up + Uy + 2wy,
un
Pour tout n € N on note X,, = | v,
W,

1. Quelle relation y a-t-il entre X,,, X,, 1 et M ?
2. En déduire I'expression de X,, en fonction de M et de X,.

3. Conclure en donnant I’expression de u,,, v, et w, en fonction de n.

Exercice 8
Pour 6 € R on considére la matrice R(6) = <

cos(0) —sin(9)>
sin(f)  cos(0) )’

1. Montrer que pour tous 0,0 € R, R(0)R(0") = R(6 +0').
2. En déduire que pour tout § € R : Vn € N*, R(0)" = R(nd).
3. (a) Que vaut R(0)?

(b) Rappeler la définition d’une matrice inversible.

(c¢) En utilisant la question 1 et la définition d’une matrice inversible, montrer que R(6)
est inversible pour tout # € R et donner son inverse.

4. Retrouvez le fait que R(0) et inversible ainsi que la valeur de R(6)~! grace a une propriété
du cours.
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Exercice 9
Calculer A" pour n € N dans chacun des cas suivants grace au binéme de Newton (a désigne
un nombre complexe quelconque).

1L A— 1 a a 1 1 a+1 1 1
' S \0 1 2. A=10 a 1 3. A= 1 a—+1 1
0 0 a 1 1 a+1
Exercice 10
0 1
Soient A= (2 —1 0 . B=|2 -1 etC:(l 5 1).
1 0 1 9 9

Calculer les matrices AT, BT, CT, AAT, CCT et CTC.

Pour quels valeurs de m € R la matrice A =

Exercice 11
<1 —-m  4m

m - m) est-elle inversible 7

Donner alors son inverse.

Exercice 12

2 -1 2
Soit A=15 -3 3
-1 0 =2

1. Calculer (A + I3)3.
2. En déduire que A est inversible et déterminer son inverse en fonction de A2, A et Is.

3. La matrice A? est-elle inversible ? Si oui, exprimer (A%)~! en fonction de A% A et I;.

Exercice 13

. . P =4
Soient (uy,)n>0 €t (v, )n>o les suites définies par ug = vy = 1 et pour tout n € N : Unt1 Un + Un

Un+1 = —2u, + vy,
Unp,

Pour tout n € N on note X,, = (v ) Soit enfin P = <_21 _11>

1. Déterminer une matrice A € My(R) telle que : ¥n € N, X,,.; = AX,. En déduire
Iexpression de X, en fonction de A et de Xj.

2. Justifier que P est inversible et déterminer P!,
3. Calculer la matrice D = P~'AP, puis déterminer D™ pour tout n € N.

4. En utilisant uniquement le résultat de la question 3, montrer que pour tout n € N,
A" = PD"P~!. On commencera par exprimer A en fonction de D, P et P~

5. Conclure en donnant I’expression de u,, et v, en fonction de n pour tout n € N.



