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Exercice 1
Pour chacune des fonctions suivantes, déter-
miner son ensemble de définition puis justi-
fier par une phrase qu’elle est continue sur
cet ensemble.
1
1. fror— —+2€"
x
r+— /xIn(x)
xt —1
3+ 2x + x?
1+ |z|
5. v: 1 —1In(x)
6. w:x+— In(2+ cos(x))

2. g:
3. h:ox—

4. u:xz—

T —

Exercice 2

Déterminer le plus grand ensemble sur lequel
les fonctions suivantes sont continues, puis
préciser si elles sont prolongeables par conti-
nuité aux bords de cet ensemble.

z+1

2—zx

2. k:x+——exp <—(:E_11)2>

x )Z—l <x+ 1>LE+1
r—1 T
Exercice 3

Soit f : R — R une fonction continue en 0
et telle que

Ve e R, f(z)= f(2z).

1. f:ror—

3. h:xr—><

Soit x € R. On note Vn € N, u,, = f (;) .
1. Montrer que la suite (u, ) est constante.
2. Etudier la limite de (uy,).

3. Conclure que f est constante.

Exercice 4
1. Montrer qu'une fonction de R dans R
continue et périodique est bornée.

2. Montrer qu'une fonction de Rt dans R
continue et admettant une limite finie
en +o0o est bornée.

1.

2.

Exercice 5
1.

Les fonctions suivantes sont-elles conti-
nues en o !

(a) f:1— 2 4+2r—6 six<?2
' v+ 2 siz>2
en xy = 2.
1
i R\O. 1, —1
b) grars | map O EEUGL

size{0,1,—-1}
en xp € {0,1,—1}.

2. Donner l’ensemble de définition des

fonctions suivantes puis montrer
qu’elles sont prolongeables par conti-
nuité en xg.

2

x_
(a) f:axr— P en rg = 3.
V1 -1
(b) g:x»—)?enm:O.
1
(c) h n(xi en rg = 1.
Tz —
(d) u:z+— (x—2)In(z? — 4) en
.730:2.

Exercice 6 1 1— 2
Soitf:a:r—>21n( >

1+z
Déterminer 'ensemble de définition 1
de f.

. Montrer que f réalise une bijection de

[ sur un intervalle J & déterminer.

. Déterminer f~1.

Exercice 7
1.

Soit f : R — R une fonction continue
telle que

Ve e R, |f(z)| =€".

Montrer que f = exp ou f = —exp.

Soit g : R — R une fonction continue
telle que

Vr € R, g(x) = g(z)*

Montrer que g est constante.
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Exercice 8
Soit f : R} — R donnée par :

Vo >0, f(z)=2®+In(x).

1. Montrer que 'équation f(x) = 0 ad-
met une unique solution o > 0.

1
2. Montrer que 3 <a<l.

Exercice 9
Soit f: R — R la fonction donnée par

Ve e R, f(z) =e"+x.

Pour n € N on considere I'équation

1. Montrer que (FE,) admet une unique
solution sur R que l'on notera z,,.

2. Déterminer le sens de variation de ().

3. Montrer que pour tout n € N*,
Inn >z, > In(n —Inn).
4. En déduire la limite de (x,,) puis mon-

Tn
— 1.
ln(n) n—4o00

trer que

Exercice 10
Pour tout n € N*, on considere la fonction
fn: RT — R donnée par :

Vo >0, fo(z)=e* — 2!

1. Montrer que l’équation f,(x) = 0 ad-
met une unique solution u,, € R7.

2. Montrer que : Vn € N*, 0 < u,, < 1.
3. Montrer que : Vn € N*| f,(u,41) < 0.

4. En déduire que (u,,) est croissante puis
qu’elle converge.

5. Montrer que :

Uy
on—1

Vn € N*| In(u,) =

6. En déduire la valeur de T}Lrgo Uy,

Exercice 11
Pour tout n € N*, on considere g, : R — R
donnée par :

Ve € R, gn(x) =nz —e "
1. Montrer que I’équation g,(z) = 0 ad-
met une unique solution v, € R.
2. Montrer que pour tout n € N*,

1
0<wv, < —.
n

3. Qu’en déduit-on sur (v,)?

4. Déterminer lim nwv,.
n—-+o0o

Exercice 12

Soit f :[0,1] — [0, 1] une fonction contrac-
tante, c’est-a-dire telle qu’il existe k €]0,1]
tel que :

Vo,y €[0,1], [f(z) = f(y)| < klz —yl.

On considere la suite (z,,) définie par la don-
née de zo € [0,1] et : Vn € N, 2,41 = f(xy).
1. Montrer que f est continue.

On admet tout d’abord que la fonction f
admet un point fixe c’est-a-dire qu’il existe
z* € [0,1] tel que f(z*) = z*.

2. Montrer que :
VneN, |z, —a*| < k"|xg — 2|

Qu’en déduit-on sur la suite (z,,) 7

On souhaite maintenant montrer qu’un tel
point fixe existe. Pour cela on considere la
fonction ¢ : [0,1] — R donnée par Vz €

[0,1], g(x) = |f(x) — .
3. Justifier qu’il existe m € [0, 1] tel que :
vz € [0,1], g(z) > g(m).
4. Montrer que si g(m)
g(f(m)) < g(m).

5. Conclure que f admet un point fixe.

> 0 alors

6. Montrer que ce point fixe est unique.



