BCPST 1B TD 16 : espaces vectoriels 2023-2024

Exercice 1
1. Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de 1'espace vectoriel E.

(a) By ={(z,y,2) €R® : 20 —y+ 32 =0} avec £ =R3

(b ={(t+s+2r,s—r), t,s,r € R} avec F = R?

Fg—{(x y,2,t) ER* : 20 4+y—2+3t=0} avec £ =R*
S.(R) ={A e M,(R) : AT = A} avec E = M,,(R)

Fs={fek : / f =0} ou E est 'espace des fonctions continues sur [0, 1]

) E
()
(d) F
(e)

2. Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de 1’espace vectoriel £ 7 Justifier.

(a) G1={(z,y) €eR? : 20+ y =z + 2y} avec F = R?
(b) Go ={(z,y,2) €eR® : 3o +y—22+1=0} avec E =R?
(¢) Gz =A{ b 8), a,b € R} avec E = M5(R)

(d) Gy ={(z,y) € R? : x>y} avec £ = R?
(e) G5 ={f:R — R tel que f est paire} avec F = RE

Exercice 2
Démontrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de ’espace vectoiel sous-jacent
et en donner une famille génératrice :

1. 1 ={(z —y,z+2y), z,y € R}
2. h={(x+2y,x—z,24+y+2x), z,y,z € R}
3. F3={(z,y,2) €R® : x+2y—32=0}

A F4:{<_5”y x‘y”/) v,y € R}

Exercice 3
1. Démontrer que £ = {y: R — R : y(2) = y(—1)} est un sous-espace vectoriel de RE.

2. Onnote f:x+—— 22 —x,g: x> cos((z—2)(x+1)) et h:x—T.
On note F' = Vect(f, g, h) le sous-espace vectoriel de R® engendré par ces 3 fonctions.
Démontrer que F' C E.

Exercice 4 (familles génératrices)
1. Montrer que ((O, 1,2),(1,0,2),(2,1, O)) est une famille génératrice de R3.

2. Déterminer une famille génératrice de F = {(t + s —r,t+r,s), t,s,r € R}.
3. Déterminer une famille génératrice de F' = {(z,y,2) €R?® : v +y—22=z+y=0}.
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Exercice 5 (familles libres)
1. Montrer que ((O, 1,2),(1,0,2),(2,1, O)) est une famille libre de R3.

1 -1 1 1 -1
libre de My (R).

3. Montrer que ((1, 3,—1),(2,0,1),(0,6, —3)) est une famille liée de R3.

2. Soient A = (1 _11>, B = < L 1) et C = <1 L ) Montrer que (A, B,C) est une famille

Exercice 6 1 -1 —1
1. Soient U= 0 |, V=] 1 |etW=/[ 1 |.Montrer que (U, V, W) est une base de M3 (R)
-1 1 0
et déterminer les coordonnées de tout vecteur dans cette base.

2. Montrer que la famille ((1, 1,1),(1,0,1),(0,—1, 1)) est une base de R? et déterminer les coor-
données de tout vecteur dans cette base.

3. Montrer que la famille ((1, i,—1),(:,0,—1),(1,0, 1)) est une base de C? et déterminer les coor-
données de tout vecteur dans cette base.

Exercice 7
1. Soit [y ={(t+s—r2t—3s—r,3t—T7s—r), t,s,r € R}.
(a) Déterminer une famille génératrice de F'.
(b) Cette famille est-elle une base de F'?
(c) Déterminer une base de F' formée de vecteurs de cette famille.

2. Mémes questions avec
Fo={(2a+b+2d,2a +2b+2c+d,4a — 4c+ d,2a + b), a,b,c,d € R}.

3. Mémes questions avec F3 = Vect(uy, us, ug, ug) ol
up = (2,—1,-1), us = (—1,2,3), ug = (1,4,7) et ug = (1,1,2).

Exercice 8
Soient £ = {(z,y,2,t) ER? : x—y+2—t=0}et F={(z,y,2,t) e R* : z =y}

1. Donner une base et la dimension de E.
2. Donner une base et la dimension de F'.

3. Donner une base et la dimension de £ N F'.

Exercice 9
1. Déterminer une base de S3(R) (I'ensemble des matrices symétriques de taille 2).
Dans la suite, on fixe n € N*.

2. Déterminer une base de S, (R) (I’ensemble des matrices symétriques de taille n).

3. Déterminer une base de A, (R) ('ensemble des matrices symétriques de taille n).



