BCPST 1B TD 24 : variables aléatoires (corrigé) 2022-2023

Exercice 16
1. Soit X une variable aléatoire réelle finie et telle que X (2) C RT, et soit a > 0. Démontrer
I'inégalité de Markov :
E(X)

a

P(X >a) <

2. Soit X une variable aléatoire réelle finie quelconque, et soit a > 0. En utilisant I'inégalité de
Markov démontrer 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

V(X)

- a?

P(X - E(X)| = a)

On pourra remarquer que |z —m| > a < (z—m)? > a*.

3. Soit X < B(n,p) et soit € > 0. Démontrer que

4. Si on lance un dé équilibré n fois, la fréquence d’apparition du chiffre 3 (i.e. le nombre de 3

obtenus divisé par le nombre total de lancers n) est proche de 5 Donner une condition sur n

: e , ) . 1 1
pour pouvoir affirmer avec une fiabilité de 95% que cette fréquence est comprise entre T
. 1 . 1
et — + —.
6 100
Solution :
1. Ecrivons X(Q) ={x1,29,...,x,} avec 1 > g > -+ > T > a > Tpypq > -0 > T, > 0 pour un

certain n € N* et un certain k € [0, n] (avec par convention k =0sia >z, et k =nsiz, > a
et les sommes vides correspondantes).

k
Alors P(X > a) =P(X =21) U(X =29) U---U (X = a4)) = Y_P(X = x;). Dés lors, si on
i=1
“coupe” le calcul de E(X) en deux parties :
n k n
E(X) = in]P’(X =x;) = in]P’(X =)+ Z ,P(X = ;)
i=1 i=1 i=k+1

k
> xP(X =1;) (car pour tout i € [k+ 1,n], z; >0)
i=1

k
> > aP(X = ;) (car pour tout i € [1,k], z; > a)

En divisant par a > 0 on a finalement >P(X >a).

a
2. Soit Y = (X — E(X))? et soit b = a*>. Comme Y > 0 on a d’aprés la premiére question
E(Y)

B(Y > b) < ==
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c’est-a-dire
P((X —E(X))* > o) < -

Or comme 'indique la remarque

(X —E(X))*>a") = (X -E(X)|>a)

donc finalement P(|X — E(X)| > a) <

3. Appliquons le résultat de la question précédente a X — B(n,p) et a = ne. Comme E(X) = np
et V(X)=np(l—p),ona

np(l—p) _p(L—p)

P(|X — > < =
(X —npl 2 ne) < " = P

x
Enfin, comme pour tout z € Ron a |t —np| > ne <= |- —p| >¢€,ona
n

(X —npl 2 ne) = (15 ~p| > <)

p(1—p)
ne?
4. Si on lance un dé équilibré n fois, le nombre X de chiffres 3 apparus suit une loi binomiale de

X
Finalement, P(|— —p| > ¢) <
n

X
parameétres n et 1/6 : X < B(n,1/6). La fréquence d’apparition du chiffre 3 est donc —, et se
n

doit d’étre proche de p = 1/6 pour n grand. En utilisant la question précédente avec ¢ = 1/100
on a :
¢(1—¢) 50000

n(ss)?  36n

)

En passant a I’événement complémentaire on a donc

IN

(I* - *\ 2 160

X 1 1 50000
> >1

= 1-P(=— 2> —)>1— .
(’ | 100) =52 100 21 %6

Or
(‘X 1’< 1)_( L_X 1 1)
n 6] 100/ \ 100 "~ n 6 100
_(1 1<X<1+1)
~\6 100 " 6 100
_(XGF 1 1+1D
~\n 16 10006 1000/
X 11 11 1
AinsiIP(e}_7_|_D>1_5OOOO'
n 16 1006 100 367

1 1 1 L 1 [

6 100°6 100
10

> 0,95 soit, apres résolution, des que n > 36 ~ 27778.

X
On peut donc affirmer que — € ] avec une fiabilité de 95% des que
n

50000
n

1—




