BCPST 1B

TD 20 : applications linéaires

2023-2024

Exercice 1

Montrer que les applications suivantes sont
linéaires.

0 @ R2 — R3

Exercice 2
Montrer que les applications suivantes ne
sont pas linéaires.

1. o1 - R3 — R?
z, — 2z4+y,r—y,— 1.
@y) = o=y -y) (5.42) — (@+y+Ly—2)
9 Q2 RS — R4
' (iL‘,y,Z) — (:U,x,x,x) 2 P2 M2(R) — R
' M det(M)

Exercice 3
Les applications suivantes sont-elles des applications linéaires ?

o R — R
1.
(z,y) — 1ty
9 (20, RS — R3
' : (r,y,2) — (x+y— 222+ 3y,—2)
Y3 MQ(R) — R
3 (a b — a+b—2c+3d
c d
ps 0 Mu(R) — M,u(R) : .
4 M o A ou A € M, (R) est une matrice fixée.
. ¢ ¢ RX] — R
' . P +— P(1)

Exercice 4

Pour a € R on note Ja R — R

r — aw
1. Montrer que pour tout a € R, f, € L(R).
2. Montrer que les f, sont les seuls éléments de L(R).

Exercice 5
Montrer que les applications suivantes sont linéaires puis déterminer leurs noyaux.

f o R3 — R2

L (z,9,2) — (z4+y—z,2—y+2)
, ¢ ¢ RIX] — R[X]
’ P — P
N N
. Y R R
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Exercice 6
Soit f : R® — R donnée par
V(z,y,2) €ER’, f(a,y,2) =2 +y -z
1. Montrer que f est une forme linéaire.
2. Déterminer le noyau de f. De quel objet géométrique s’agit-il 7
3. Quelle est la dimension de Ker(f)?

Exercice 7
On considere 'application
p : R — R?
1

1. Montrer que p € L(R?).
2. Montrer que pop = p.

3. En déduire I'expression de p* pour tout entier k € N*.

Exercice 8
Soit E un espace vectoriel et soient f,g € L(E).

1. (a) Montrer que Ker(f) C Ker(go f)

(b) On suppose de plus que f et g commutent c¢’est-a-dire que fog = go f. Montrer

que f(Ker(g)) C Ker(g).
2. (a) Montrer que Im(go f) C Im(g).
(b) On suppose de plus que f et g commutent c’est-a-dire que f o g = g o f. Montrer

que f(Im(g)) C Im(g).

Exercice 9
Soit f : R® — R3 I'application donnée par : V(x,vy, 2) € R?,
flz,y,2) = (x 4+ 2y — 22, —x + 3y, —2y + 2).
1. Montrer que f € L(R3).

2. Montrer que f est bijective et déterminer f—!.
3. Montrer que f~ € L(R?).

Exercice 10
On considere les applications suivantes :
f R3 — R3
(ZE,y,Z) — (—$+Z,y—2,2$+y—22)

g R3 — R3
(x,y,2) — (x—y+z220+220—y+2)
1. Montrer que f,g € L(R?).
2. Calculer fogetgo f.
3. Que peut-on en déduire ?



