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Feuille de cours 3 : suites usuelles

Une suite numérique est une application de N dans R (ou C), on la note typiquement u ou (un)
ou (un)n∈N ou encore (un)n≥0.

Attention : (un) ̸= un

On peut distinguer deux façons de définir des suites :
• de manière explicite, c’est-à-dire en donnant l’expression de un en fonction de n. Par

exemple : la suite un définie par : ∀n ∈ N, un = 3n2 + en.
• de manière implicite, c’est-à-dire en donnant le (ou les) premier terme, et une relation

de récurrence expliquant comment obtenir un terme de la suite en fonction du (ou des)
précédent. Par exemple : la suite (un) définie par : u0 = 4 et ∀n ∈ N, un+1 = u2

n + eun .
Dans ce cours, on s’intéresse à des suites définies de manière implicite, mais qui sont suffisam-
ment simples pour qu’on puisse en obtenir une écriture explicite.

On rappelle enfin quelques définitions de base concernant la monotonie des suites :

Définition 1
Une suite (un)n≥0 est dite :

• constante lorsque :

• stationnaire lorsque :

• croissante lorsque :

• strictement croissante lorsque :

• décroissante lorsque :

• strictement décroissante lorsque :

• monotone lorsque :

• strictement monotone lorsque :

Remarque 2
Attenttion, il existe des suites qui ne sont pas monotones. Par exemple la suite (un) =

1 Suites arithmétiques

1.1 Définition et forme explicite
Définition 3
Une suite (un)n≥0 est dite arithmétique lorsqu’il existe r ∈ R tel que : ∀n ∈ N, un+1 = un + r.
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Remarque 4
• Le nombre r s’appelle raison de la suite.
• La raison ne dépend pas de n ! Ainsi, si (un) est définie par la relation un+1 = un + 2n

alors (un) n’est PAS arithmétique.
• Une suite (un) est arithmétique si et seulement si la suite (un+1 − un) est constante.

Proposition 5
Soit (un)n≥0 une suite arithmétique de raison r. Alors :

∀n ∈ N, un = u0 + nr

De manière plus générale, pour tout p ∈ N on a :

∀n ≥ p, un = up + (n − p)r

Démonstration :
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Exercice 1
1. Soit (un)n≥0 la suite arithmétique de raison 2 et de premier terme u0 = 5. Donner, pour

n ∈ N, l’expression de un en fonction de n.
2. Soit (vn)n≥1 la suite arithmétique de raison −4 et de premier terme v1 = 7. Donner, pour

n ∈ N∗, l’expression de vn en fonction de n.

Exercice 2
Soit (un)n≥0 la suite définie par : u0 = 5 et ∀n ∈ N, un+1 = un

2un + 1 .

1. Démontrer que : ∀n ∈ N, un > 0.
Ceci assure que la suite (un) est correctement définie et qu’on peut également définir la
suite (vn) par : ∀n ∈ N, vn = 1

un

.

2. Montrer que (vn) est arithmétique.
3. En déduire, pour n ∈ N, l’expression de vn puis de un en fonction de n.
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1.2 Propriétés
Proposition 6
Soit (un) une suite arithmétique de raison r.

1. Si r > 0, alors (un) est strictement croissante et lim
n→+∞

un = +∞.

2. Si r < 0, alors (un) est strictement décroissante et lim
n→+∞

un = −∞.

3. Si r = 0, alors (un) est constante.

Démonstration :

Proposition 7
Soit (un)n≥0 une suite arithmétique de raison r alors pour tout n ∈ N on a :

n∑
k=0

uk = (n + 1) ×
(

u0 + nr

2

)
.

Remarque 8
Cette formule n’est pas à connaître par cœur mais à savoir retrouver.

Démonstration :

Exercice 3
Soit (un) la suite arithmétique de raison −1 et de premier terme u0 = 3. Exprimer, pour n ∈ N,

un en fonction de n et en déduire
n∑

k=0
uk.
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2 Suites géométriques

2.1 Définition et forme explicite
Définition 9
Une suite (un)n≥0 est dite géométrique lorsqu’il existe q ∈ R tel que : ∀n ∈ N, un+1 = q × un.

Remarque 10
• Le nombre q s’appelle raison de la suite.
• La raison ne dépend pas de n ! Ainsi, si (un) est définie par la relation un+1 = un × 2n

alors (un) n’est PAS géométrique.

• Une suite (un) ne s’annulant pas est géométrique si et seulement si la suite
(

un+1

un

)
est

constante.

Proposition 11
Soit (un)n≥0 une suite géométrique de raison q. Alors :

∀n ∈ N, un = u0 × qn

De manière plus générale, pour tout p ∈ N on a :

∀n ≥ p, un = up × qn−p

Démonstration :
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Exercice 4
1. Soit (un)n≥0 la suite géométrique de raison 2 et de premier terme u0 = 5. Donner, pour

n ∈ N, l’expression de un en fonction de n.
2. Soit (vn)n≥1 la suite géométrique de raison −4 et de premier terme v1 = 7. Donner, pour

n ∈ N∗, l’expression de vn en fonction de n.

Exercice 5
Soit (un)n≥0 la suite définie par : u0 = 5 et ∀n ∈ N, un+1 = 2un + 1.
On définit la suite (vn) par : ∀n ∈ N, vn = un + 1.

1. Montrer que (vn) est géométrique.
2. En déduire, pour n ∈ N, l’expression de vn puis de un en fonction de n.
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2.2 Propriétés
Proposition 12
Soit (un) une suite géométrique de raison q et de premier terme u0 ̸= 0.

1. Si q ≤ −1, alors (un) n’a pas de limite.
2. Si −1 < q < 1, alors lim

n→+∞
un = 0.

3. Si q = 1, alors (un) est constante.

4. Si q > 1, alors lim
n→+∞

un =
{

+∞ si u0 > 0
−∞ si u0 < 0

Démonstration :
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Proposition 13
Soit (un)n≥0 une suite géométrique de raison q alors pour tout n ∈ N on a :

n∑
k=0

uk =


(n + 1)u0 si q = 1

u0 × 1 − qn+1

1 − q
si q ̸= 1

Remarque 14
Cette formule n’est pas à connaître par cœur mais à savoir retrouver.

Démonstration :

Exercice 6
Soit (un) la suite géométrique de raison −1 et de premier terme u0 = 3. Exprimer, pour n ∈ N,

un en fonction de n et en déduire
n∑

k=0
uk.
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3 Suites arithmético-géométriques
Définition 15
Une suite (un)n≥0 est dite arithmético-géométrique lorsqu’il existe a, b ∈ R tels que :
∀n ∈ N, un+1 = aun + b.

Remarque 16
• Par exemple, la suite (un) définie par u0 = 3 et : ∀n ∈ N, un+1 = 2un − 5 est arithmético-

géométrique.

• La suite (vn) définie par v0 = 1 et : ∀n ∈ N, vn+1 = 3vn − 1
2

• Les nombres a et b apparaissant dans la définition doivent être des constantes. Par
exemple, la suite (wn) définie par la relation de récurrence wn+1 = 2wn + n2 n’est PAS
arithmético-géométrique.

Dans la suite de ce paragraphe, on suppose que le nombre a apparaissant dans la définition
d’une suite arithmético-géométrique (un+1 = aun + b) est différent de 1. En effet, si a = 1 alors
on est en fait face à une suite

Proposition 17
Soit (un)n≥0 une suite arithmético-géométrique définie par la relation : ∀n ∈ N, un+1 = aun + b
avec a, b ∈ R et a ̸= 1.
Si ℓ est la solution de l’équation ℓ = aℓ + b, alors la suite (vn) définie par : ∀n ∈ N, vn = un − ℓ
est géométrique de raison a.

Démonstration :

Remarque 18
Le nombre ℓ tel que ℓ = aℓ + b est appelé point fixe de la relation de récurrence un+1 = aun + b.
C’est le nombre tel que : si u0 = ℓ alors la suite (un) est constante à ℓ.
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Méthode pour obtenir l’expression d’une suite arithmético-géométrique :
Si (un)n≥0 est donnée par la relation un+1 = aun + b avec a ̸= 1.

1. Résoudre l’équation ℓ = aℓ + b.
2. Poser (vn) = (un − ℓ).
3. Vérifier que (vn) est géométrique de raison a, c’est-à-dire que :

4. En déduire que : ∀n ∈ N, vn = v0 × an avec v0 = u0 − ℓ.
5. Revenir à l’expression de un via : un = vn + ℓ.

Exercice 7
Dans chacun des cas suivants, déterminer l’expression de un en fonction de n.

1. u0 = 5 et ∀n ∈ N, un+1 = 3un − 4.

2. u0 = 6 et ∀n ∈ N, un+1 = 2un + 1
3

3. u1 = 5 et ∀n ∈ N∗, un+1 = −un − 2
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4 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

4.1 Définition
Définition 19
Une suite (un)n≥0 est dite récurrente linéaire d’ordre 2 lorsqu’il existe a, b ∈ R tels que

∀n ∈ N, un+2 = aun+1 + bun.

Remarque 20
Pour a, b fixés, la suite (un) est entièrement déterminée par la donnée des deux premiers termes
u0 et u1. On dira donc par exemple, pour donner une telle suite : soit (un)n≥0 la suite définie
par : {

u0 = 1, u1 = −2, et
∀n ∈ N, un+2 = 3un+1 + 4un.

Exemple 1
La suite de Fibonacci (φn)n≥0 définie par φ0 = 0, φ1 = 1 et pour tout n ∈ N, φn+2 = φn+1 +φn

est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

Pour démontrer des résultats sur les suites récurrentes linéaires d’ordre 2, on utilise naturelle-
ment la récurrence double.

Dans toute la suite de ce paragraphe, les réels a et b sont fixés. On suppose de plus que b est
différent de 0. En effet, si b = 0 alors, la suite (un) est

4.2 Caractère linéaire et solutions particulières
On cherche à “résoudre” la relation de récurrence, c’est-à-dire à connaître l’expression des suites
(un)n≥0 satisfaisant l’équation

(E) : ∀n ∈ N, un+2 = aun+1 + bun.

Faisons une première remarque sur l’ensemble des suites (un)n≥0 solutions de (E).

Proposition 21 (principe de superposition)
Soient (un)n≥0 et (vn)n≥0 deux suites satisfaisant l’équation (E) et soient λ et µ deux réels.
Alors la suite (wn)n≥0 définie par : ∀n ∈ N, wn = λun + µvn vérifie aussi l’équation (E).

Démonstration :
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Poursuivons en recherchant les suites géométriques, solutions de (E). Soit q ∈ R ; pour que la
suite (qn) soit solution de E il faut et il suffit que

∀n ∈ N, qn+2 = aqn+1 + bqn.

En simplifiant 1 par qn, on voit que cela revient à demander que :
Les solutions q de cette équation polynomiale ont donc une importance particulière.

Définition 22
On appelle polynôme caractéristique de l’équation (E) le polynôme P (X) = X2 − aX − b.

Lemme 23
Soit q ∈ R une racine du polynôme caractéristique P (X) = X2 − aX − b. Alors,

1. la suite géométrique (qn)n≥0 satisfait (E),
2. si de plus le discriminant de P est nul, alors la suite (nqn)n≥0 satisfait aussi (E).

Démonstration :

Remarque 24
Le lemme donne des suites (un), (vn) solutions de (E). En appliquant le principe de superpo-
sition, on peut en construire d’autres : les (λun + µvn)n≥0 pour λ, µ ∈ R quelconques.

1. il faut ici supposer que q ̸= 0, mais si q = 0 alors la suite (qn) est la suite nulle, qui est solution de (E)
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4.3 Expression de un en fonction de n

Proposition 25
Soit (un)n≥0 une suite récurrente linéaire d’ordre 2 donnée par

u0, u1 ∈ R et ∀n ∈ N, un+2 = aun+1 + bun.

Soit P (X) = X2 − aX − b son polynôme caractéristique et soit ∆ = a2 + 4b le discriminant de
ce polynôme.

1. Si ∆ > 0, alors P admet deux racines distinctes q1, q2 ∈ R et il existe λ, µ ∈ R tels que :
∀n ∈ N, un = λqn

1 + µqn
2 ,

2. Si ∆ = 0, alors P admet une seule racine q ∈ R et il existe λ, µ ∈ R tels que :
∀n ∈ N, un = λqn + µnqn,

3. Si ∆ < 0, alors P admet deux racines complexes conjuguées z1, z2 ∈ C ; notons r = |z1|
et θ = arg(z1) (c’est-à-dire que z1 = reiθ) avec r ∈ R+ et θ ∈ R. Alors il existe λ, µ ∈ R
tels que : ∀n ∈ N, un =

(
λ cos(nθ) + µ sin(nθ)

)
rn.

Remarque 26
Attention à l’ordre des quantificateurs ! Les conclusions sont bien de la forme :

∃ λ, µ ∈ R : ∀n ∈ N, un = . . .

et non
∀n ∈ N, ∃ λn, µn ∈ R : un = . . .

Démonstration :
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4.4 Exemples
Exercice 8
Déterminer le terme général des suites suivantes :

1. La suite de Fibonacci (φn) définie par φ0 = 0, φ1 = 1 et ∀n ∈ N, φn+2 = φn + φn+1.

2. La suite (un) définie par u0 = 2, u1 = 1 et ∀n ∈ N, un+2 = −5un+1 + 3un

2 .

3. La suite (vn) définie par v0 = 4, v1 = 1 et ∀n ∈ N, vn+2 = vn+1 − 1
4vn.

4. (cas ∆ < 0) : la suite (un) définie par u0 = 3, u1 = 2 et ∀n ∈ N, un+2 = 2un+1 − 2un.
5. (cas ∆ < 0) : la suite (vn) définie par v0 = 5, v1 = −4

√
3 et

∀n ∈ N, vn+2 = −2
√

3 vn+1 − 4vn.
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