BCPST 1B 2024-2025

Mathématiques - mercredi 22 janvier 2025
Devoir n®5 Durée: 2 h 30 min

¢ Aucun document autorisé. Calculatrice interdite.

e Les qualités de rédaction (clarté des raisonnements, lisibilité, orthographe...) seront sen-
siblement prises en considération dans I'’évaluation des copies.

* Lesujet comporte 2 pages et 5 exercices.

Exercice 1 (cours).
1. Soit (u#,,) une suite réelle. Donner la définition de lil}Ll Uy =2.
n—+oo

2. On définit les ensembles
t
E={(x,y) eR?|2x+y=1} et F={,1-0, teR}.

Montrer que E = F.

3. Ecrire une fonction Python i ndmax prenant en argument une liste de nombres et renvoyant
I'indice de son plus grand élément.

Exercice 2 (calculs).

1/4

1. (a) Calculer [ sin(2zx) dx.
-1/2
1

1
(b) Calculerf el =2% 4 de.
0

2. (a) Calculer lim —r .
x—2+ 4 — x2
In(1+e™)

(b) Calculer xl_l)IPOO & ox

3. Pour A € R on considere le systeme linéaire suivant :

3x -y - z = Ax
(S) : y + 2z = 0
-Xx + y + 3z = Az

(a) Résoudre le systeme (S) en fonction de la valeur de A.

(b) Sans justifier, préciser le rang du systeme dans chacun des cas distingués a la question
précédente.

Exercice 3 (une suite).
On consideére la suite u définie par

2
ne

ug€lo, 1 et VneN, ups1=un—u
1. Montrer:VneN, u,€]0,1[.
2. Montrer que la suite u est convergente.

3. Déterminer lim u,,.
n—+oo
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Exercice 4 (séries alternées).

On considére une suite (x,,) € RN telle que:VneN, x, >0, (x,) est croissante et lim x, = +oo.
n—+oo

Pour n € N on note

(—1)k
Xk '

n
Sn=)_
k=0

On considere enfin les suites (i) = (S25) et (V) = (S2n41)-

1. (@
(b)

Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.
En déduire que (S;) converge.

2. On suppose que les 100 premiers termes de la suite (x,) sont stockés dans une liste Python
L.OnadoncL = [x9, X1, X2, ..., Xgg9l.

(a)

(b)

(9]

Ecrire une fonction Python somme prenant en argument la liste L et un entier n com-
pris entre 0 et 99, et renvoyant S,.

Ecrire une fonction Python 11iste_somme prenant en argument la liste L et renvoyant
laliste [Sg, Si1, Sz, ..., Sgg].

Comment obtenir les listes [ug, uwi, uz, ..., Usg) €t [Vg, Vi, Uz, ..., Usg]
grace a la fonction précédente? En déduire un programme Python permettant de tra-
cer le graphe de S,, en fonction de 7 pour 7 € [0,99] en dessinant en rouge les termes de
(un) etenbleu ceuxde (v,). On utilisera la commandeplt .plot (absi, ordo, "r’)
pour tracer un graphe en rouge, et la commande plt .plot (absi, ordo, "b’) pour
tracer un graphe en bleu.

Exercice 5 (ensembles).

Dans tout I’exercice, on considere un entier n € N* et on s’intéresse aux parties de [1, n]. Pour tout
ensemble A c [1, n], on note s(A) la somme de tous les éléments de A. Par exemple, pour n =7 et
A=1{2,5,6} onas({2,5,6}) =2+5+6=13. On pose de plus par convention s(@) = 0.

Les questions 1 a 3 de cet exercice sont indépendantes.

1. Dans cette question uniquement on fixe n = 4.
Ecrire alors en extension 'ensemble K = {A c [1,4] | s(A) <5}.

2. (a)

(b)
(9]

Justifier brievemennt que pour A et B deux parties de [1,n] ona:
AcB = s(A) =s(B).

Montrer que I'implication réciproque est fausse.
On note S = {s(A), Ac[1, n]}. Montrer que

nn+1)
[0,2n—1] cSc [[O,T]].

3. Soit Ac[1,n].

(@)
(b)

Montrer par contraposée que si s(A) = 2n alors A contient au moins 3 éléments.

De maniéere générale, pour p € [0, ”(”2“) I, combien d’éléments compte A au minimum

si s(A) = p? On attend une réponse exprimée en fonction de p et de n.
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