BCPST 1B TD 16 : continuité 2024-2025

Exercice 1
Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer son ensemble de définition puis justifier par
une phrase qu’elle est continue sur cet ensemble.

1
1. fror— —+2e"
x
2. g:x+— /xln(z)
-1
3+ 2x + x?
4. u:xr— /14 |z

3. h:z+—>

5. v:x+—— /1 —In(x)

Exercice 2
Les fonctions suivantes sont-elles continues en xq 7

L o 22 +2r—6 siz<2 _ 9
A Vi+2  osiz>2 0TS
i R*T\{0,1
2. g:x— ¢ In(2) st € R0, 1)
0 siz e {0,1}

en xp € {0,1}.

Exercice 3
Déterminer le plus grand ensemble sur lequel les fonctions suivantes sont continues, puis préciser
si elles sont prolongeables par continuité en z.

1
1. fi:x+—exp —(7 en xg=1

r—1)2
x? —
2. foixr—> en rg = 3.
T+
r+1
3. fz3:xr— en xg =2

4. fy:x— (x —1)In(a? — 1) en o € {—1,1}

vVi+x—1

5. f52$ >
x
In(x)

en xg = 0.

6. f@ll‘l—>

en o = 1.
m_

Exercice 4

11—z
it f : —1 .
Soit fia = 3 n(l—i—x)

1. Déterminer I’ensemble de définition I de f.

2. Montrer que f réalise une bijection de I sur un intervalle J a déterminer.

3. Déterminer f1.
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Exercice 5
Soit f : R — R une fonction continue en 0
et telle que

Ve e R, f(z) = f(2x).

Soit x € R. On note Vn € N, u,, = f (;) .
1. Montrer que la suite (u, ) est constante.
2. Etudier la limite de (uy,).

3. Conclure que f est constante.

Exercice 6
1. Soit f : R — R une fonction continue
telle que

Ve e R, |f(z)| =e€".
Montrer que f = exp ou f = — exp.
2. Soit g : R — R une fonction continue
telle que
Vo € R, g(z) = g(z)*
Montrer que g est constante.

Exercice 7
Soit f : Rff — R donnée par :

Vr >0, f(x) =2+ In(x).

1. Montrer que l’équation f(z) = 0 ad-
met une unique solution a > 0.

1
2. Montrer que 5 <a<l.
Exercice 8
Soit f : R — R la fonction donnée par
Ve e R, f(z) =¢" + .

Pour n € N on considere I'équation

1. Montrer que (F,) admet une unique
solution sur R que I'on notera z,,.

2. Déterminer le sens de variation de (x,,).

3. Montrer que pour tout n € N*,
Inn >z, > In(n — Inn).

4. En déduire la limite de (z,,) puis mon-

trer que x, =~ In(n).
n o0

Exercice 9
Pour tout n € N*, on considere la fonction
fn : RTY — R donnée par :

Vo >0, fulr) =e* —a*!

1. Montrer que I'équation f,(x) = 0 ad-
met une unique solution u,, € R7.

2. Montrer que : Vn € N*, 0 < u,, < 1.
3. Montrer que : Vn € N*| f,,(un41) < 0.

4. En déduire que (u,) est croissante puis
qu’elle converge.

5. Montrer que :

Un,
on—1

Vn € N*, In(u,) =

6. En déduire la valeur de nh_}rglo Uy,

Exercice 10
Pour tout n € N*, on considere g, : R — R
donnée par :

Ve e R, g,(x) =nx —e "

1. Montrer que I’équation g,(z) = 0 ad-
met une unique solution v, € R.
2. Montrer que pour tout n € N*,

1
O<v, < —.
n

3. Qu’en déduit-on sur (v,)?

4. Montrer que pour tout n € N*,
e vn

Up =
n

5. En déduire un équivalent de v,, quand
n — +00.



