BCPST 1B TD 22 : intégration 2024-2025

Exercice 1 (intégration directe)
Calculer les intégrales suivantes :

1 (a) /123:2—103:6 2 (a) /02<x+1)7dx 3 () [ 4% cosa®)
(b) /_ 11x5—5x3d:c (b) /02(2“1)76@ (b) /121;61“61;5
© [ sinte)a @ [ s @ [ mE
(d) /lz\jzdx () /01\/5(1—3:)6195 (d) /01 (t2f1)4dt

Exercice 2 (intégration par parties)
1. Calculer les intégrales suivantes par intégration par parties :

w/4 1 2
(a) / tcos(2t) dt ‘ (b) /0 tre™" dt ‘ (c) /1 Vtin(t) dt
0
2. Calculer pour tout > 0 les intégrales suivantes :

(a) /;etsin(t) dt ‘ (b) /fsm(ln(t))dt ‘ (c) /Oxe_tln(e2t+1)dt

3. Déterminer les primitives de :

(a) arctan sur R | ) z— hrswr RS | (¢) 2 — In(z)? sur RY

Exercice 3 (changement de variables)
Calculer les intégrales suivantes par changement de variables.

In(7) 2 —
1. (a) / e’ cos(e') dt via u = €' 2. (a) / In(z + 1)2 In(z) de viat = =
In(7/4) 1 X X

(b) /14(\/%\/}1)4dtviau:\/¥

(c) /OW/4 \/1 —sin(t) dt via u = sin(t)

1 1
(b) /0 Gy dt avec u = e

3
(c)/o \/f_i__xd:vviau:\/l—l—x

3. (a) /: ln(h;(t)) dt via u = In(t)

(b) /01 21 1
()
(c) /Ime‘ﬁ dt via u = /1

5 dt via un changement de variables a déterminer
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Exercice 4 .
/2 sint

/2 cost
SoientS:/ %dtetC:/ _
0 sint 4 cost 0 sint 4 cost

1. Effectuer les changements de variables u = cos(t) sur S, et u = sin(t) sur C.
2. Calculer C' + S.
3. En déduire les valeurs de C et de S.

Exercice 5 L o
Pour n € N*, on note [, = /
0

1
— n 2
1+t2dtetJn—/0t In(1 + ¢%) dt.

1. Déterminer le sens de variation des suites (I,,)n>1 €t (Jp)n>1.
1
2. Montrer que Vn > 1, 0 < I,, < ——. En déduire lim 1,.
n-+1 n——+o0o

In2 2
n+1 n+1
4. En déduire la limite de (J,,) et donner un équivalent de J,.

3. A Tl'aide d’une intégration par parties, montrer que J,, = N2

Exercice 6 E
4
Pour tout n € N, on pose : [, = / (tanz)" dx.
0
1. Etudier la monotonie de la suite (1,,) et en déduire qu’elle converge vers un réel /.

2. Calculer I,, 4+ 1,15 pour tout n € N, et en déduire la valeur de /.

Exercice 7 z ot
On consideére la fonction ¢ définie sur |0, +oo[ par : ¢(z) = n dt.
1
1. Déterminer le sens de variation de ¢ sur ]0, 4o00].
2. Etudier le signe de g(z) = ¢(x) — Inz pour tout réel x > 0.
1

On pourra écrire Inx = / n dt.
1

3. En déduire la limite de ¢ en 0 et en 400.

Exercice 8
Soit f : R — R une fonction continue et T'—périodique.

a+T T
Montrer que pour tout a € R, / f= / f.
a 0

On commencera par faire un dessin pour représenter la situation.

Exercice 9
1. Soit f : R™ — R une fonction continue et croissante. Démontrer que pour tout n € N,

n—1 n n
S fk) < / f <> f(k). On commencera par faire un dessin.
k=0 0 k=1

2. On suppose que f est décroissante. Quelle inégalité similaire peut-on obtenir ?
n

1
3. Démontrer que la série harmonique (Z k) diverge.
k=1 n>1



