BCPST 1B

TD 23 : équations différentielles linéaires

2024-2025

Exercice 1

Résoudre :
1.y =4y+1
2. y'(x) — y(x) = x cos(2x) sur R

T
3. y'(x) + y@) _ x cos(x?) sur R
T

4. y(x) + 2y(z) = ze® sur R. On cher-
chera une solution particuliere sous la
forme yp : ¥ — (ax +b)e”

Exercice 2
Résoudre :

1. 3y +y=1avecy(2) =1

1
2. §y’ + y1n(3) = 0 (donner les solutions

sous forme de puissances de 9)

3. y/(x) + ——y(x) =z sur | — 1, +o0]

r+1
(I1+2)y(z)+y(x) =1+ In(1 +x) sur
| — 1,400

(22 + 1)y (x) + 2zy(z) = 32° + 1 sur R
avec y(0) = 3

6. y+y= [ o R (on appliquera la
61‘
méthode de variation de la constante)

1
7.y =(2——)y = Lsur R avec y(1) = 1

Exercice 3
Déterminer toutes les fonctions dérivables
y: R — R telles que :

Vo >0, 2y +2%° +y = 0.

On pourra poser z = —.
Y

Exercice 4
Déterminer toutes les fonctions dérivables
y: R — R telles que :

Y =yln(y).

On pourra poser z = In(y).

Exercice 5 1
1. Résoudre y/'(x) + —y(x) = 0 sur R.
T

2. Montrer que y; : © — est solution de

(B) @)+ yle) = 20

1

3. Montrer que ys : x — — est solution
x

1 1

ool - R

@)+ ) = -

4. En déduire sans plus de calcul 'en-

semble des solutions de

2*/r +3

(B) : /(@) + _yo) = V5

de (Es)

Exercice 6

Dans cet exercice, on cherche a trouver
toutes les fonctions dérivables f : R — R
solutions du probléeme (P) suivant :

[ ER F@f(-0=1
P o

1. Soit f une solution du probléme ci-
dessus (si une telle fonction existe).
On considere la fonction g : = ——
f(@) f(=x).

(a) Calculer ¢'(x) pour tout x € R.
(b) En déduire que g est constante,
puis que : Vx € R, g(z) = 16.

(c) En déduire que f ne s’annule pas
sur R et qu’elle satisfait I’équation
différentielle : 16 f'(z) = f(x).

(d) En déduire I'expression de f.

2. Finalement, quelles sont les solutions

de (P)?
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Exercice 7
1. Résoudre 3y’ = —9y.
2. Les problemes suivants sont-ils des problemes de Cauchy ? Les résoudre.
(a) ¥’ = —9y avec y(0) =1 et y(n/6) = 3
(b) y" = —9y avec y(0) =1 et ¢/(7/6) = —3
(¢) ¥ = —9y avec y(0) =1 et ¢/(7/6) = 3

Exercice 8
On cherche a résoudre sur R% 1'équation différentielle :

(E): 2’y"(z) — 3ay/(x) + 4y(z) = 0
c’est-a-dire a trouver toutes les fonctions deux fois dérivables y : R} — R vérifiant cette
identité pour tout x > 0.

1. Cette équation rentre-t-elle dans le cadre du cours?

2. Analyse. Considérons y une éventuelle solution de (E). On définit z : R — R par
Vt € R, z(t) = y(e).

(a) Calculer 2’ et 2”.

(b) En déduire que z vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients
constants que l'on précisera.

(¢) Résoudre cette équation.
(d) En déduire y.

3. Synthese. Les fonctions trouvées précédemment sont-elles toutes solutions de 1’équation
différentielle (E)? Conclure.

Exercice 9
On cherche a résoudre sur R’ 'équation différentielle :

(E): 2y’ (z) +2(x + 1)y (x) + (z +2)y(z) =0

c’est-a-dire a trouver toutes les fonctions deux fois dérivables y : R} — R vérifiant cette
identité pour tout z > 0.

Pour toute fonction y on considere la fonction z : x — xy(x).

1. Montrer que y est solution de (E) si et seulement si z est solution d’une équation diffé-
rentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants (E’) que I'on déterminera.

2. Conclure.



