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Nom, Initiale, Prénom
J'ai passé mon grand oral sur...

Caillaud, C, Corentin
‘af A — J'ai fait ma thése sur

de l'optimisation mathématique i.e. la recherche de
minimum / maximum de fonctions.
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Un extrait de Ars Magna de Cardan, XVléme siécle



PROPOSITION IV..
THREORELME

8i deux cdtés d'un triangle sont égaux & deux
cdtés d'un autre triangle chacun & chacun, et si
les-deux angles compris entre les ctés égaux
de ces deux triangles sont aussi égauz, la base
de lun sera égale & la base de Lautre ; ces deux
triangles seront égaux., et les autres angles com-
pris entre les cdtés égaux de ces deux triangles
seront aussi égaux entr'eux.

Soient les deux triangles ABC, DEF (fig.4)
dontles deux cotés AB, AC sont égaux aux deux
cbtés DE, DF chacun 4 chacun, c'est-i-dire ,
le coté AB égal au c6té DE, et le c6té AC au
cbté DF; que I'angle BAC soit aussi égal &
Tangle EDF : je dis que la base BC est égale &
la base EF, que le triangle ABC est égal au
triangle DEF, et que les autres angles compris
entre les cdtés égaux de cés deux triangles sont.
aussi égaux chacun i chacun; I'angle ABC égal
3 l'angle DEF, et Pangle ACB égal i 'angle
DFE..

Car si le triangle ABC est appliqué sur le
wriangle DEF, le point A étant posé sur le point
D, ladroite AB surla droite DE, le point B tom-~

bera sur le point E, parce que la droite AB est

égale i la droite DE + mais la droite AB s'appli-

quantexactement sur la droite DE, la droite AC
s'appliquera de méie exactement sur la droite
DF, parce que Fangle BAC est égal & Pangle
EDF; le point C tombera sur le point F, parce
que la ligne AC est égale & 1a ligne DF'; mais le
point B tombe sur le point E : done la base BC
est égale 4 labase EF, car si le point B tombant
sur le point E, et le point C sur le point F, la
base BC ne s'applique pas exactement sur la
base EF, il faut nécessairement que deux lignes
droites comprennent un espace, ce qui est im-
possible (axiome 12); donc la base BC s’appli-
quera exactement sur la base EF, et lui sera
égale; done aussi le triangle entier ABC s'ap~
pliquera exactement sur le triangle entier DEF
et lui sera égale. Par conséquent les autres an-
gles de I'un des triangles s'appliqueront exac-

“tement sur les autres angles de l'autre wiangle

et seront par conséquent égaux aussi entr'eux ;
cest-i-dire I'angle ABC égal 'angle DEF, et
Pangle ACB égal & l'angle DFE,

Donc si deux ctés d'un triangle sont égaux i
deux cétés d'un autre triangle chacun i chacun,
et si les deux angles compris entre les edtés
égaux de-ces deux triangles sont aussi égaux , la

base de I'un sera égale & la base de l'autre; ces
deux triangles seront égaux , et les autres angles -
compris entre les c6tés égaux des deux trian-
gles seront aussi égaux entr’eux; ce quil falloit
démontrer.

PROPOSITION V.
THEOREME,

Dans les triangles isocéles les angles placés sur
la base sont égaux entr'eux, et les cotés égaux
étant prolongés , les angles placés au~dessous
de la base seront aussi égaux entr'eux.

Soit le triangle isocéle ABC (fig. 5) dont le
e6té AB est égal au coré AC; prolongez les
droites AB, AC, vers Detvers E (dem, 2):je
dis que I'angle ABC est égal a l'angle ACB et que
T'angle CBD est encore égal i Pangle BCE.

Car prenons sur la droite BD un point quel«
conque F, et de la droite AE retranchons Ia
droite AG égale & la droite AF, qui est plus
petite que la droite AE (prop. 3), et condui-
sons les droites FC et GB.

Puisque la droite A F est égale iila droite AG
et la droite AB aladroite AC, les deux droites
FA, CA seront égales aux deux droites GA, BA
chacune & chacune; mais ces droites compren-

Une traduction des Elements d'Euclide, XIXéme siécle
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Torsion invariants of complexes of groups
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Abstract

Suppase a residually finite group C acts cocompactly on a contractible complex
vith sirict fundamental domein Q, where the stabilizers are eitker trivial or have
normal Z-subgroups. Let 9 be the subcomplex of Q wich noutrivial stabilizers. Our
main result is a computation of the homology torsion growth of a chain of finite index
normal subsroups of G. We show that indepencens of the chain, the normalized torsion
limits to tke torsion of JQ, shifted a degree. Under milder assumptions of acyclicity
of nontrivial stabilizers, we show similar formulas for the mod p-homology growth.
We also cbtaia formulas for the universal and the usual L-tersion of G in terms of
the torsion of sabilizers and topology of Q. In particular, we get complete answers
for right-angled Artin groups, which shows they satisfy a torsion analogae of Liick
approximation theorem.

1 Introduction

Let G be a residually finite group of type F, and let {T}eer be a nested chain of finite index,
normal subgroups of G with (), T = 1. T this paper, we are interested in the normalized
growth of the invariants:

b Brﬂ,@, ICIVEE
An TET

These will be denoted by b!?‘(c,ro). #?(G.F,) and £ (G) respectively. By Liick’s &
proximation theorem, the first quantity coincides with the " L*-Betti number of G' [25]. We
will call the second quantity the i F,-L*-Betti number of G. and the third the i torsion
growth of G. The first quantity i an honest limit and does not depend on the choice of

Log(| (T Zhial)
6Ty

limsup lim sup
& &

Theorem 1.1. Let G be a residually finite group which acts cocompactly on a contractible
compler with strict fundamental domain Q. Suppose the siabilizer of any cell fizes it, and
that each nontrivial stabilizer has a normal, infinite cyclic subgroup with type F quotient.
Lei 9Q be the subcomplez of Q) with nontrivial stabilizers. Then

12(6) = log| Hi1 (6Q er -

As with the computation in [3], the limsup is an honest limit and is independent of the
chain. Our main class of groups which satisfy the assumptions in Theorem 1.1 are residually
finite Artin groups which satisfy the K (. 1)-conjecture. Such Artin groups act on a con-
tractible complex called the Deligne complex [7, Section 1.5] with strict fandamental domain
isomorphic to the cone on the nerve L of the Artin group A. The stabilizers of simplices
are either trivial or isomorphic to spherical Artin groups, which have normal infinite cyclic
subgronps. The simplices in L correspond,fo simplics in the Deligne complex with non-
trivial stabilizer. Therefore, we have that £(4) = log|H.; (L)ir|. A general construction
of actions with strict fundamenta] domain comes from simple complexes of groups, s in
[4, Chapter T112).

Our proof of Theorem 1.1 uses the recent work of Abert, Bergeron, Fracavl\ and Gaboriau
in [1]. They developed a general strategy for showing the vanishing of £ () for groups which
act on contractible complexes with “cheap” infinite stabilizers. Here, “cheap” roughly means
that finite index subgroups admit classifying spaces with sublinear (in the index) number
of cells and subexponential norm of boundary maps, see Section 10 of [1]. By using an
effective version of Geoghegan's rebuilding procedure for the Borel construction (15, Section
6.1, they build classifying spaces for finite index subgroups of G hy gluing together these
nice classifying spaces of the stebilizers, and show the resulting spaces have subexponential
torsion growth. In Section 2, we describe an alternative approach to this effective rebuilding
procedure usiug iterated sapping cylinders, which ve find simpler. Amongst other examples,
they showed the vanishing of 1" (A] for Artin groups with (i — 1)-connected nerve. A new
feature in this paper is an exact calculatiun of nonvanishing torsion growth.

Our argument has two parts. The first part is handled by the method in [1]. Given
a groap G as in Theorem 1.1, we construct a classifying space BG built out of classifying
spaces of the stabilizers BG. There is a subcomplex Y which is built from BG? for o in 00,
and BG = QUyq Y. Since groups with normal infinite cyclic subgroups and type F quotient
are cheap, the lifts Yi of Y to the finite cover BT have subexponential torsion growth.

Un article de mathématiques de 2021



Lemma 2.3. There is a constant C' = C(M,n) such that if

gl Ngill- 1l 2r | < K,

and K > 2 then
LN L E] 10x ]l < CKC.

Now let X — X be a cover of X. The cylindrical filtration on X' induces a natural
cylindrical filtration on X, where (£}, £;) is the preimage of the pair (¥}, E;), and f; is the
lift of f;.

Lemma 2.4. The norm ofﬁ is uniformly bounded, independent of the cover.

Proof. On the level of the universal cover the attaching map is described by a matrix with
Zmy coefficients. The uniform bound for || fi|| in terms of this matrix is given by [25, Lemma
2.5). ]

To summarize, given a cylindrical filtration on X, the norm of the rebuilt maps of any
rebuilding of a finite cover of X is bounded by a fixed polynomial of the maximal norm of
the rebuilding maps.

Any filtration of X by subcomplexes leads to a cylindrical filtration by taking pairs
(Fi, E;) to be (X; — N(Xi-1), ON(Xi-1)), where N(X;_1) is a regular neighborhood of X;_1
in X;. A particularly easy case is a filtration of X by its skeleta X, then we can take
(Fi, E;) to be U(co*, Do) with the standard attaching maps.

This generalizes, up to homotopy, to complexes which are filtered as iterated adjunction
spaces. It is easy to change such filtration into a cylindrical filtration and keep the same
pairs (F, E) at the cost of changing the attaching maps.



The maps glg xid: ExI — E'x 1, g: F — F',and b : X — X’ induce a map between
mapping cylinders:

gUh:FUg M(fdg) — F' U M(f")
By [15, Theorem 4.1.5], gUh is a homotopy equivalence. Since ¢'g is homotopic to the identity
via 7y, F'Ug M(f) is homotopy equivalent to F'Ug M(fg'g). The homotopy equivalence

®:FUg M(f) = FUg M(fg'g)

is given by
L2t <t<1/2
R (G20 0<t<y
flov(e2(1—1))) 1/2<t<1
on the £ x I, and the identity maps on F and X.
The composition of these homotopy equivalences gives a homotopy equivalence
H:F U M(J) S FUg M(fg'g) 22 F' U M(J).

To estimate its norm, we use splittings of the chain complexes of F' Ug: M(f') and F Ug
M(fq¢'g), similar to Lemma 2.1. The map on chains induced by g U h is block diagonal
gUh =g ge & h. The matrix of ¢ has block form:

wl 0 0

0 id 0

0 —fv id
Thus, H = (g U h)® has matrix:

q 0 0

0 gr 0

0 —hfy h

and the claim follows.
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2. Attendus en math dans le supérieur

Extrait du programme officiel de BCPST 1 :

L ‘enseignement des mathématiques en BCPST vise
les compétences suivantes :

» S'engager dans une recherche et mettre en ceuvre
des stratégies

» Modéliser, représenter
» Raisonner et argumenter
» Communiquer a I'écrit et a l'oral

» Calculer, manipuler des symboles et maitriser le
formalisme mathématique
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2. Attendus en math dans le supérieur

Importance de la démarche scientifique personnelle...
mais :

» maitrise indispensable du calcul : calculatrice
interdite en math, “cahier de calcul” (lien sur
cahier de prépa), interros de calcul

» pour faire le lien avec le lycée, certains “exercices
types” a savoir refaire

maftrise du cours > refaire des exos de TD
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3.2. En classe :

» je suis volontaire pour passer au tableau corriger
un exo, méme si je n'ai pas tout réussi

» en TD, je travaille en groupe

» j'ai une feuille de brouillon pour les “pauses exos”
du cours, ou pour noter des questions a poser

je suis ACTIF en cours : je participe a l'oral, je
comprends “en live" ou alors je pose une question.
Eléves impliqués en cours = réussite du groupe !
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3.3. Matériel :

» Séparez impérativement cours et TD.

» Privilégiez un cahier pour le cours si vous étes
peu organisé.

» Les exercices de TD traités a la maison doivent
&tre écrits sur feuille libre (exercices ramassés
certaines séances).

» Téléphone interdit en classe (méme pour regarder
la feuille de TD en ligne).
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4. Evaluations

» DS environ toutes les 3 semaines (cf feuille de
consignes DS), durée typique : 3h

» Interros de cours rapides tous les lundis a 8h

» Colles toutes les 2 semaines (3 partir du
22/09/25)

» DM et exercices en temps libre (ne compte pas
dans la moyenne)

» Points bonus de participation, de retours de colle,
de préparation des interros, etc. Par séquences,
précisions a venir.



