BCPST 1B 2025-2026

Devoir maison n2l
Corrigé

Exercice 1 :
1. (a) Pour n € Non a
Zpt1 = 12 +3 — 1
=1(Ty +1yn) +3—1
=B —yn) +i(r,—1)

donc ‘:cnﬂ =3—Yp et Y1 =x, — 1.‘

(b) Pour tout n € N on calcule que :

Upyy = Tpyo — 2
= (3 - yn+1> —2
=1- Yn+1
=1—(xz,—1)
=2—x,
= —ay,.
(c) Le polynéme caractéristique associé a la relation de récurrence satisfaite par la suite

(an) est P(X) = X%+ 1. Ses racines sont i et —i. Comme la forme exponentielle de i
est i = 1€’z on en déduit que :

dJNpeR : VneN, an:)\cos<n;)—l—usin<7gr>.

On utilise alors les valeurs de ag = 29—2 = 0et a; = ;-2 = (3—yp)—2 = (3—0)—2 =1
pour déterminer \ et p :

{ ag = Acos(0) + psin(0) { A=0
a; = Acos(m/2) + psin(m/2) pw=1

nmw nmw
Ainsi, pour tout n € N, on a a,, = sin (2>, donc z, = a, +2 = 2 + sin <2>
Et comme x,,7 =3 —y, on a :

1
Yn =3 — Tpp1 = 3 — <2+sin<(n+2>7r>>

1 . <n7r n 7r>
=]1—sin|{— + —
2 2

nm
=1 T
= COS<2)

(en utilisant dans la derniére égalité que : VO € R, sin <9 + g) = cos (0)).

Finalement : | z, = ,, + iy, = 2 + sin (7127T) +i <1 oo <n27T>>
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2.

(a) Pour z€ Con a:

z=iz4+3—1 <= (1—i)z2=3—-1 < z=

1—4

3—i (B-9)(1+4) 34+1+3i—i o .
O T = fohay ) =y =2+ Amsi (=247

(b) | La suite (w,) est géométrique de raison (complexe) i.| En effet, pour n € N on a :

Wn+1 :Zn+1—(2+l)
=iz, +3—1—2—1
iz, 41— 2

La ou
iw, =i(z, — (241))
=iz, — 20+ 1

Ainsi : Vn € N, w,, 11 = iw,.
(c¢) On en déduit que pour tout n € N, w,, = wpi”. Or wy =20 — (2+14) =2—2—i = —i
donc w,, = ="t et donc |z, = w, + 2+ =2+ — "L

Pour retrouver la formule de la question 1(c), on écrit :

=240 — " =240 —ix "
=2+i—ix (")
=2+4i—ixem"?

=2+1i—1i X (cos(nmw/2) +isin(nm/2))

=241 —icos(nm/2) + sin(nm/2)

= 2+ sin(nm/2) 4+ i(1 — cos(nm/2)).

Exercice 2 :

1.

(a) On calcule que :
n—1 ) n—1 ) o n—l1 ok
Z e(2k+1)zz — Z ezze2zkx — el (62233) ]
k=0 k=0 k=0

Comme x €]0,7[ on a 2z €]0,27[ donc €** # 1. On applique donc la formule d’une
somme géométrique pour obtenir :

n—1 2iz\n—1+1 2inx
(2k+1)iz w1 — (e™) iz © 1

E e =e 5 =" ——-

P 1 — es= e — 1

(b) Factorisons par 1’angle moitié dans le quotient précédent :

i s e?ine — 1 _ i et (ene — eminT) _ it ene " 2i sin(nx) _ ine sin(nx)

ir ] e (6” _ e—i:c) e 21 sin(m) Sin(l’) .




Deés lors, la somme demandée vaut :
Z sin((2k + 1 Z Im ( 2k+1)m>
n—1
—Im (Z 6(2k+1)i:c>

(z; )
- S (o)

sin

x)

“(n
sin(z)

2. En utilisant la question précédente avec n =4 on a :

sin?(4x)
sin(x)

sin(z) + sin(3z) + sin(5x) + sin(7z) Z sin((2k + 1)z) =
k=0

Des lors, pour x €]0, [ on peut mener la résolution suivante :

sin(z) + sin(3z) — sin(4x) + sin(5x) + sin(7x) = 0
sin?(4x)
sin(x)
sin?(4x) = sin(4x) sin(x) (correct car sin(x) # 0 car x €]0,7|)

sin(4x) x (sin(4zx) — sin(z)) =0
sin(4x) =0 ou sin(4z) = sin(x)
= dk€Z : dx=krm ou 4dx =x+2km ou 4dv =7 —x+ 2km

2 2
< JdkecZ ;x:kz ou x:’;)ﬂ o x:7r+5k‘7r

= sin(4x)

1111

Comme z €]0, 7[ on obtient finalement I’'ensemble des solutions suivant :
S_ {71' T 3m 2 T 37r}

4’2747 3°5 5




