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Feuille de cours 6.2 : calculs de dérivées

1 Dérivées des fonctions usuelles

Pour chacune des fonctions f : Dy — R suivantes, on rappelle son ensemble de
dérivabilité D} et U'expression de sa dérivée f” :

f(z) Dy Df /')
z" (n € N) R R nat
z* (o € R) R Ry o at!
NG RY RY 2
* 2\/x
1
Inx R RS T
x
exp(z) R R exp()
sin z R R cos(z)
COS T R R — sin(x)
T T 2 1
tanz R\{§ +km, ke Z} R\{§ +km, k€ Z} | 1+ tan®(z) = co(2)
1
arctan x R R
1+ 22
Exemples :

1
e Soit f : 2 +—— — . Comme Vz € R, f(x) = 274, la dérivée de f est donnée par :
x

Vo e R*, f'(z) = 441 = —

4
E.

e Soit g : # — 2. La dérivée de g est donnée par : Vo € R}, ¢/(v) = ™ L.
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2 Opérations

Proposition 1

Soient f,g: D — R deux fonctions numériques dérivables sur D, et soit A € R, alors :
1. f+ g est dérivable sur D et (f+¢g) = f +¢.
2. \f est dérivable sur D et (A\f) = Af'.
3. fg est dérivable sur D et (fg)' = f'g+ ¢'f.

1 1\ '
4. Si g ne s’annule pas sur D alors — et i sont dérivables sur D et () = —9—2 et
g g g g
(f)' _f9—df
g 9?
Exemples :

e Soit h:x+—— /xcos(z). En notant f: 2 — \/r et g: 2 — cos(z), on a :

Vo € Y, I(z) = ['(@0)a(e) + 4 @)/ () = 5= cos(e) = sin(a) V5
VT

e Soit k:x+—>
cos(x)

. En notant f: x+—— /x et g: x — cos(z), on a :

f'(z)g(z) — ¢'(z) f(x) ﬁ cos(z) — (—sin(z)y/z) _cos(z) + 2z sin(x)

Vo e R, K(z) = =

g(x)? cos?(x)  2y/xcos?(x)
e Soit u:xr— — . En notant f:2+—— 22 +3,0ona:
x?+3
/
- —2
Ve e R, u'(z) = /() = r

fl@)? (22 +3)%

Exercice 1
Dérivez les fonctions suivantes (on ne s’intéressera pas aux ensembles de dérivabilité).

1. f1:2x+— 3e* — /z + arctan(z) 8. f8:x}_>e$—|—x

2. fo: x> 2% cos(x) 12_ 22
2¢ — 1 9. forxr— —F—

3. fza:xr—> Jorw 3r — 222
—x + 2 1

10. T —
hoiv— —aa

11. fi1:2— 2 —1In(x)

4. T — sans utiliser la
Ja er + x2 (

formule pour le quotient)

] 12. f12 T — q:ln(x)
5 fs 1w = — (sans utiliser la for- In(x)
7I' 13. f13 X
mule pour l'inverse) L
sin(z) xIn(z)
) 14. S
6. fo:xr— or hazw 1+2x
3 x
T frire— — 15-f15!x'—>w
o x
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3 Dérivées des composées usuelles

Soit u : D,, — R une fonction numérique dérivable sur D,. Pour chacune des fonctions
composées suivantes, on donne l’équation a résoudre pour connaitre son ensemble de
définition D, son ensemble de dérivabilité D’, et on donne sa dérivée :

composée D D’ dérivée
(u(x))™ (n € N) D, D, n ' (z) (u(z))* 1
(u(x))" (n € Z\N) u#0 u#0 nu'(z) (u(@)"™
(u(z))* (o € R) u>0 u>0 a v (z) (u(x))>!
0 7o 7o i
u'(x)
u(x u>0 u >0
) g 2y/u(z)
In(u(x)) u>0 u>0 Z,((xx))
exp(u(z)) D, D, u'(x) exp(u(z))
sin(u(x)) D, D, uw'(x) cos(u(x))
cos(u(z)) D, D, —u/(z) sin(u(x))
tan(u(z)) u {g vk, kel | ud {g tkr, k€ ZY | w/(x) (1 + tan®(u())) = CO;;’(%)
u'(x)
arctan(u(z)) D, D, 1T () ?

D’ou viennent toutes ces formules et comment les retrouver rapidement 7 Grace a la

proposition suivante :

Proposition 2

Soient f: Dy — Ret g : D, — R deux fonctions numériques telles que g(D,) C Dy. Si
f est dérivable sur Dy et g sur Dy alors f o g est dérivable sur Dy et

(fog) =g x(fog).
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En particulier, si f : R — R est dérivable alors pour a,b € R fixés, la fonction
h:x+— f(ax + b) est dérivable sur R et :

Vo € R, h'(x) =a f'(ax + b)

Exemples :
e Soit f: x> cos(mxz —4). Alors

Ve € R, f'(x) = mcos' (mx — 4) = —7sin(rz — 4).
e Soit g : & — e™® alors :

Vr € R, ¢'(x) = sin’(z) exp(sin(z)) = cos(x)es™®),
e Soit h: x — arctan®(z) alors :

5(arctan(zr))? ‘

4
Vo € R, W(x) = 5arctan’(x)(arctan(z))* = o

e Soit & : x — In(z? + 1). Comme la dérivée de x — 2% + 1 est v — 22, on a :

Ve €R, K(z) =2x xIn'(2* +1) =

24+ 1

Exercice 2
Dérivez les fonctions suivantes (on ne s’intéressera pas aux ensembles de dérivabilité).

1. fi:x—s e @2 1. fiu:z—In(l+e®)

2. forxr—cos(2x+1) —e "2 12. fig 1 &+ cos'?(2x)

3. fy:wr—— sind(z) 13. fis:xz— /1 —/x

4. fy: x+—— In(cos(z)) 14. fi4: x+— In(In(z))

5. fs:x > In(1+e") 15. fis:zr— (22 +x+1)"

6. fo:xr— ¥ tan(4w) 16. fi: x— ecos(cos(a:))

7. frix—2—1x 17. fir 2 — arctan(%)

8. fo:x—s 1 18. fis: x +—— In(In(z))
cos(x) 24

9. fo: 2 —s sin(z?) 19. fig:x >ln<2x_4>

10. fi0: 2z — \/@ 20. foo : & — cos(sin(cos(x)))

Exercice 3 (exercice bonus)
Soient fi, fo,..., fn des fonctions dérivables sur R.

1. Rappeler la formule donnant (f f2)".

2. Déterminer une formule donnant (f;f2f3)"

n /
3. De maniere générale, déterminer une formule donnant (H fk>
k=1
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