BCPST 1B Feuille de cours 24 : développements limités 2025-2026

Feuille de cours 24 :

introduction aux développements limités

1 Notation petit o

Rappel : Si f et g sont deux fonctions définies au voisinage de 0, on a, par définition :

flx) ~ glz) <

x—0

Similairement, on introduit la notation f(x) = o(g(z)) (lire “ f(x) est un petit o de g(z) quand
T—

z tend vers 0) :

ainsi que ’écriture suivante :

f(x) = h(x)+o(g(r))

z—0

Exemples :

1. Montrer que z* o(x?).

z:>0

2. Montrer que 1 + 2z + 23 = 1+ 2z + o(z?).
z—

3. A-t-on a* = o(x%)? 2t = o(x3)?

Proposition 1
Pour n,m € Nyjona: 2" = o(a™) <
%

Démonstration :

Interprétation : pour x proche de Oona: 1 >>z >> 2% >> 23 >> ...
Un “petit o de ™" est une quantité négligeable devant z™.

La notion de développement limité, permet donc de formaliser les raisonnements consistants a
négliger une certaine quantité. Par exemple, si une quantité physique ¢ est tres petite, on pourra
négliger les termes en €2 face aux termes en € pour écrire par exemple que 1+ 2e+ 32 ~ 1+ 2e.
En mathématiques, nous écrirons plus volontiers que : 1 + 2¢ + 3¢2 =, 1+ 2+ o(e).

En effet, on a bien :
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Exercice 1

1. Mont = 1- .
ontrer que —— = x +o(x)
1
2. Montrer que T 50«50 1+ 2z + o(x).
1 “ 1 "
3. Montrer que | = >~ 2" +o(z™). On introduira la fonction f : x — T > at.
—T o —T ko

Exercice 2
Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de 0.

1. Que signifie f(x) = o(1)?
2. Sia € R, que signifie f(x) =, o+ o(1)?
3. Si ¢ € R, que signifie f(x) . f(0) + Lz +o(x)?

4. Montrer que f(x) ~ g(z) <= f(x) . g(x) + o(g(x)).

xT—r

r—r
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2 Développement limité

2.1 Définition

1écriture obtenue dans exercice 1 :

— 2 n n
1_xQHOZI + o(x x:01+x+x + -4 2" 4 o(a™)

1

_x‘

s’appelle le développement limité a 'ordre n en 0 de la fonction x —

Définition 2
Soit f une fonction définie au voisinage de 0. On dit que f admet un développement limité a
l'ordre n en 0 (abrégé DL, (0)) lorsqu’il existe des nombres ag, ay, ..., a, € R tels que

e =, %o+ a1z + ax” + azz® + -+ + a,z™ + o(z").

Remarques :

e cn d’autres termes f admet un DL, (0) lorsqu’il existe un polynéme P de degré inférieur
ou égal a n tel que f(x) = P(x) + o(z").
Tr—r

e Question : a-t-on z? = o(x?)? Lorsqu’on fait un DLy(0) de f, doit-on écrire
z—

f(x) =, at+br+ o(x?) ou f(z) =, at+br+ cx? + o(x?)?

Proposition 3 (formule de Taylor-Young)
Soit f une fonction de classe C™ au voisinage de 0. Alors f admet le DL, (0) suivant :

f0)+ f'(0)x + fﬂg(o)x2+f(3)(0)x3+-~+f(n)( ) g +o(z Zn:

i - i x Fo(a™)

f(x)

z—0 k=0

Interprétation : le polynome P(X) = > X" est la “meilleure” facon d’appocher f(z)
k=0

par un polynome de degré n pour z proche de 0.

Dans le cas du DL;(0) on retrouve : f(z) =

z—0
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2.2 Développements limités usuels en 0

Les développements limités suivants sont a connaitre par cceur, ils sont a la base de tous les
calculs de développements limités a savoir faire.

Proposition 4
On a les développements limités en 0 suivants, pour n € N :

1 2 n n
1. = l4+ao+a°+---+2"+o(z")
1 — 12 z—0
0 & — 1 N z" .
22 gt P it
3. cos(x) ziol—?—i-ﬂ—---—i-(—l) (2n)!+0<$ )
' R g2 -
4. Sln(m)ziox_€+ﬁ_"'+(_l) (2n+1)!—|—0(x )
513'2 5173 n—lxn .
—1 1. (a— 1
6. pour a € R, (14+1z)* = 1+04:E+Mx2+---+a(a J.-(aznt )x”+o(x”)
z—0 2 n!
Remarque 5
1. Par exemple, la derniere formule avec o = donne : V142 =

z—0
2. Attention, dans cette derniere formule encore, « est une constante. Il ne faut en aucun cas
utiliser cette formule pour obtenir un développement limité de (1 + z)*®). Par exemple,
pour (1 + z)® il faudra au contraire écrire :

Démonstration :
1 — gnt! _ I o
1—=x l—2z 1—2

1. Pourz#1lonal+x+a2>+-- - +2"=

Donc —(14+z+2*+ - +2") = 2"(z) avec e(z) = . L 0 doi le résultat.

1—2z —x 20
2. On utilise la formule de Taylor-Young : exp est de classe C" sur R et pour tout k € [0, n],
exp®) = exp donc exp®(0) = exp(0) = 1. Ainsi :

% exp™ (0) . z "
e’ = Txk+o(:v )xio >+ o(z").

3. a 6. On peut utiliser la formule de Taylor-Young : par exemple cos est de classe C" sur R et
cos(0) = 1, cos'(0) = —sin(0) = 0, cos”(0) = — cos(0) = —1, cos®(0) = sin(0) = 0,
cos™(0) = cos(0) = 1, etc. En fait on peut montrer que pour & € N on a :

1 si k est multiple de 4
cos®(0) ={ —1 si k=4p+ 2 pour un certain p € N
0 si k est impair.

n *®) (0
d’out le résultat en écrivant que cos(z) = cos(0)

|
z—0 =0 k’

z* + o(z™).
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Il est rare qu’on doive utiliser un développement limité d’une fonction usuelle & un ordre supé-
rieur a 3 ou 4. Il faut donc bien connailtre les résultats suivants :

Exercice 3
Donner les développements limités suivants :
1

L. DLy(0) de 7 :

2. DL3(0) de e” :

3. DL4(0) de cos(x) :

4. DL4(0) de sin(z) :

5. DL3(0) de In(1 + x) :

Sauf exception, on n’utilise jamais la formule de Taylor-Young pour calculer un développement
limité! Déterminer les dérivées k-emes d’une fonction peut en effet se révéler tres compliqué !

En pratique, pour obtenir des développements limités, on combine ces formules entre elles
grace aux regles énoncées a la fin de ce document. Dans le reste de ce document on propose de
découvrir ces regles a travers des exemples et des exercices.

3 Opérations : somme et produit

Exercice 4
Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de 0. On suppose que

f(z) :O2+3x+0(x) et g(x) :04+5x+0(x).

b d T—

En revenant a la définition, démontrer que f(z) + g(z) =, 6+8z+ o(z).

T—
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Exercice 5

Donner les DL3(0) de e et /1 + x. En déduire le DL3(0) de 3e* — /1 + z.

Exercice 6
Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de 0. On suppose que

fz) = 1+a+2>+o0(z?) et glx) = 4452+ o(w).

x—0 z—0

Lesquelles des affirmations suivantes peut-on en déduire ? Justifier.
1. f(z) +g(x) i5+6x+x2~|—0(x2)

9(
2. f(z)+ g(x) =, 06z + 2?4 o(x)
3. f(z)+g(x) =, 0+ 6+ o(x?)
4. f(z)+ g(x) =, 067+ o(x)
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Exercice 7
Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de 0. On suppose que

flz) =243z +o0(x) et g(x)=3—x+o0(x).

On souhaite déterminer un développement limité de f(z) x g(x).
1. Justifier que f(z) = 243z +xe1(x) on gy (2) — 0. De méme on écrit g(z) = 3—x+xey(x)
x—

avec eq() — 0.

2. Ecrire alors f(z) x g(z) sous la forme a 4 bz 4 ze3(x) avec e5(z) — 0 et conclure.
T

Moralité : pour faire le développement limité a 'ordre n d’un produit, il suffit de développer
les termes menant a des puissances inférieures ou égales a n.

Exercice 8

1. Déterminer le DL3(0) de z — M

l—xz
2. Déterminer le DL4(0) de z —— In(1 + z) cos(z).
3. Déterminer le DL3(0) de z — (e* — 1) sin(x).
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Les exercices précédents illustrent en fait les propositions suivantes :

Proposition 6 (somme)
Soient f une fonction définie au voisinage de 0 et soient P et ) deux polynomes.
Si f(x) = P(z) + o(z") et g(x) = Q(x) + o(z™) alors pour tous A\, u € R on a :

T

M () + pgle) = AP(x) + pQ(a) + ofa™)

Proposition 7 (produit)

Soient f et g des fonctions définies au voisinage de 0 et soient P et () deux polynomes.

Si f(x) =, P(x) + o(z") et si g(x) =, Q(z) + o(z™) alors f(x)g(x) =, R(x) + o(z™) ou R est
le polynéme obtenu en ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal a n dans le produit

PQ.

4 Opérations : substitution

Exercice 9

On suppose que f(x) =, P(z) + o(z™).

1. Pour A € R, démontrer que f(\x) = P(Ax) + o(z™).
z—

2. Pour p € N*, démontrer que f(z?) = P(xP) 4 o(zP™).

Exercice 10

1. Rappeler le DL4(0) de et de

1+2x 142z

. En déduire le DL4(0) de

l1—=x

2. A quel ordre a-t-on besoin d’écrire le développement limité de

pour obtenir le

1
développement limité de 1— .2 a l'ordre 67 Le faire.
-z

3. Déterminer le DL5(0) de In(1 — 2?) a partir d’'un développement limité de In(1 + ).

Exercice 11
Soit f :x—>

et —1

1. Quel est I’ensemble de définition de f 7
2. Justifier que f est C* sur R*.

3. En utilisant un équivalent, montrer que f est prolongeable par continuité en 0. On note
encore f ce prolongement.

4. Berire le DLy(0) de exp.
5. La fonction f est-elle dérivable en 07

6. La fonction f est-elle de classe C! sur R?
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