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Corrigé du DM n°2

Exercice 1 : valeurs particulieres de cos

1. w5:(e2éw)0:e% =™ = 1. w?=1.
S P . TN 7L |
5= w" est une somme géométrique de raison w # 1. Ainsi, ) w" = =——=0 |S=0.
k=0 k=0 l-w 1-w
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2. Par périodicité de la fonction cos : cos (g) =cos (?ﬂ - 27r) =cos (—?ﬂ-)
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Par parité de cos : cos (—?) = cos(g). Ainsi : cos(%—) = cos(—).
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De méme : cos(—) = COS(— - 27r) = cos (——) = cos(—).
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3. S=0s%critaussi: 1+e5 +e5 +e5 +es5 =0

or\ (4
En considérant les parties réelles : 1 + cos (%) + cos (%) + cos (6%) + cos (8%) =0
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D’apres 2, ona: 1 +2005(§) +2cos(?7r) =0, ce qui conduit & cos(g) +cos(§) =—=
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4. Ya,be R, cos(a)cos(b) = 2(Cos(a b) +cos(a+b)). On pose : a = g et b= £
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donc, vu ce qui précede, | cos (—) x cos( ) =— (—7) =—=
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5. Le systeme est un systéme somme-produit. v et v sont donc les solutions de I'équation 22—~ Sx+P =0,
ou S est la somme —% et P le produit —i.
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Soit (E):2*+ —x - - =0, de discriminant A=[=] —-4x1x|-=])=->0.
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“3+Vi -1+6 ~1-5
L’équation (E) admet donc deux solutions réelles : z1 = 22 \1/1 = 1\/_ et X9 = T\/—
X

Les couples (u,v) solutions du systéme proposé sont : ‘ (u,v) = (x1,22) et (u,v) = (x2,21) ‘
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6. Les questions 3 et 4 prouvent que cos (?) et cos (?) sont des solutions u et v du systeme.

COS(257T) _1+\/_ COS(457T):_1_\/5.

Or cos (21) >0 donc et
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Exercice 2 : Un calcul de somme

1. Informatique
def somme(n)
S=0
for k in range(1l, n+1)
S =8 + k * 2%xk

return S

2. Calcul a I’aide d’une somme double

k n n
(a) ¥n>1, > 2" = k2" (somme de constantes) donc : |¥n>1, > > 2F =Y k2F=3,.
i=1 l=1i=1 k=1

(b) Dans la somme précédente, k € [1,n] et i € [1,k], donc 1 <i <k < n.

n n
On peut donc écrire, en inversant ’ordre de sommation : Vn > 1, S, = Z Z 2k,

=1 k=i
Soit i € [1,n]. On a aprés factorisation par 2° :
n n n—1
PIPAEPID YT AED IS (apres glissement d’indice)
k=i k=i k=0
. 1- 2n—i+1
=2"x 1 5 (somme géométrique de raison # 1)
— 2i(2n+1—i _ 1)
n
=2"1 -2 Ainsi, |Vn > 1, S, =) (2" -2°).
i=1
n n .
(c) Soit n e N*. Par lindarité des sommes : S, = Y 2" - 5 27,
i=1 i=1
La premiere somme est une somme de constantes, et la deuxiéme est une somme géométrique.
n-1
Onadonc: Vn>1, S,=n2""-23% 20 =n2"" —2(2" - 1) = 2™ - 2" 1 2
=0

Ainsi, |Vn>1, 5, =(n-1)2"" +2.]

3. Détermination de S,, par récurrence
e Pour tout n > 1, on note P, : << Sy, = (n—1)2""1 +2 >,
e Initialisation au rang n =1 :

1
D’une part, Sy = ), k2F =1 x 2 =2, et d’autre part (1-1)2"*1+2=2. Donc P; est vraie.
k=1
e Hérédité a partir du rang n=1:

Soit n > 1, et supposons P,, vraie.

Alors S,,41 = Z k2F + (n+1)27*! (en séparant le terme d’indice k =n + 1)
k=1
=(n-1)2""1 + 2+ (n+1)2"* (par hypothése de récurrence)

=(n-1+n+1)2""+2

=2nx 2" +2

=n2™*2 49 donc P,,41 est vrale.
e Conclusion : P, est initialisée au rang n =1 et héréditaire a partir du rang n = 1.
D’apres le principe de récurrence, Vn > 1, P,, est vraie, c’est-a-dire :

Vn>1, Y k28 =(n-1)2""+2
k=1
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