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Exercice 1 : Coefficients binomiaux
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(b) Pour tout n > 1, on pose Py, : S, :ZE
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e Initialisation pour n =1 : .57 = (=1) ( ) =1let Z = 1 donc P; est vraie.
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e Hérédité : soit n > 1, on suppose P,, vraie.
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e Conclusion : d’apres le principe de récurrence, Vn > 1, P, vraie. |Vn > 1, S,, = Z
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Exercice 2 : Relation entre deux somimes

1. (a)Vn > 1, b, = n(an —ans1) = n(n?— (n+1)%) =nn?—n?-2n-1) ‘Vn >1, b, =—2n%—n.
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= Zak = Z k? : d’apres le cours, |Vn > 1, A, =

6
Zbk = Z —2k? — k) = -2 Z k2 — Z k par linéarité.
k=1 k=1 k=1
1)(2 1 1
D’apres le cours : |Vn > 1, B, = 7n(n + )3( ntl) - n(n; )
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2. (a) La commande L[n] renvoie le terme d’indice n de la liste L, c’est-a-dire a,.
(b) def b(n,L) : return n*(L[n]-L[n+1])

(c) def A(n,L) : (d) def S(p,q,L)
s =0 s =0
for k in range(1l,n+1) : for n in range(p,q)
s += L[k] s += B(n,L)/(n*x(n+1))
return s return s

(e) def differences(q,L)
D,A = [1,A(q,L)/q
for p in range(1,q)
= S(p,q,L) - (A(p,L)/p - A)
D.append(d)

return D
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3. (a) Soient 1 < p < ¢ des entiers. Sy 4 = Z H(T—T-l) = ,;Bn (n ey 1) donc par linéarité :
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Spqg = nz:;? 2 p”+1 mais B, = Bp41 — bp41 donc Sy, ¢ = Z Z "
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On repere un telescopage dans les deux premieres sommes, et on effectue un glissement d’indices
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dans la troisieme somme : [ Sp 4 = —r_ 744 Z iy
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N b, < p, q
b) Par définition, Vn € [p+ 1,q], — = a, — a1 donc : — = Qp — Gpa1)-
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Apres un nouveau télescopage : Z ﬁ = Qpt1 — Ggt1-
n=p+1
(¢) Pour tout n > 1, on pose Q,, : B, = A, — nan+1-
e Initialisation pour n =1: By =b; =1 x (a1 — a2) = a1 — a
et A1 — 1 X ag = a; — a9 donc Q; vraie.
e Hérédité : soit n > 1, on suppose Q,, vraie.
Alors By11 = By, + b1 = A —nape1 + (n+ 1)(ang1 — anye) d’apres 9,

= An + any1 — (n + 1)an+2 = An+1 - (71 + 1)an+2

e D’apres le principe de récurrence, Vn > 1, Q,, vraie : ‘Vn >1, B,=A, —nay41.

donc Q,,4+1 est vraie.
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Exercice 3 : Etude d’une fonction de la variable complexe

1. ¢ est définie en z € C tel que : z — 1 # 0, donc | D, = C\ {1}.

2. (a) Il faut additionner les parties réelles (éléments d’indice 0) et imaginaires (éléments d’indice 1).

def somme(zl,z2)
[a,b] = z1
[c,d] = z2
return [a+c,b+d]

(b) On utilise la formule : (a + ib)(c + id) = ac — bd + i(ad + bc).

def produit(zl,z2)
[a,b] = z1
[c,d] = z2
return [a*c-b*d,a*xd+b*c]
(c) def phi(z)
N = produit(z,z)
D = somme(z, [-1,0])

return produit (N, inverse(D))
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# [-1,0] est la liste représentant le réel —1

3. p(1+iV3) = ¢ g0(1+i\/§)=2+li
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et o(1 +iv3) = p(2ei%) = = —¢'3 7'2 donc 1+iV3) = —¢'s.
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4. On résout dans C\ {1} équation : ¢(z) =2 : : 1= 26 22=20z-1)e22-2:+2=0.
- —
On a une équation du second degré, de discriminant A = —4 < 0.
2+iv—-A
Elle possede donc 2 solutions complexes conjuguées : z; = % =l+4+ietznn=21=1—1.

L’équation ¢(z) = 2 possede deux solutions : 147 et 1 —q. ‘




5. (a) 2€D, 241 24" & a#04a2n pres.
(b) €% (€% —e7'%) = €i(5+8) —ei(5-3) =¢io — 0 = ¢l — 1.
(em)Q e2ia

t — iO(. Al = - = n .
(c) Soit z=¢ ors p(z) cia _ 1 gia _ 1

Vu ce qui précede, et d’apres la formule d’Euler : €' — 1 = 2isin (%) €2, donc :
(2ia e2i0 o—i% o—iF o4 (Ba—m)
P = (@Yt T zem(ay | )= oy
(14 ¢'9)?

6. Soit z =1+ €. Alors ¢(2) =e 0 (1+2e" + %) =e 0 +2+¢".

T 1te?—1
D’apres la formule d’Euler : ¢ + e~% = 2 cos# donc on obtient : ‘ o(z) =2+ 2cosf € R.

T () p2) € R & ple) = FE & g =

o227 2 =72, 7%

& 22(z-1)=7%(2-1)
(b) On sait que Vz € C, 2z = |z|> = r? donc
o(z) e R 2(2Z2 — 2) =Z(2Z — 2)

S z2(r?—2)=2z(r?-732)

s 22z-1)=7%2-1)

(¢) On injecte z = a + @b, Z = a — ib dans la relation précédente :
2(r?—2)=2(r? —2) & (a+ib)r? — 22 = (a —ib)r? — 22 & ar? + ibr? — 22 = ar? —ibr? — 22
& 2ibr? = 22 — 7% = (2 — 2)(2 + Z) = 2ib x 2a = 4iab <
(d) (a—12+0 =1 a®>-2a+1+0 =1 & a®>+b = 2a, et > = a® + b* donc
’7‘2=2a®(a—1)2+b2:1.‘
(e) br? =2ab < b=0our?=2a.
e Sib=0,alors z€ R
e Sib#£0, alors p(z2) ERer?=2as (a—1)2+b? = 1.
Onpose 2’ =2z—1.0na:z =(a—1)+ibdonc [2/|*=(a —1)2+ V> =1.
Ainsi, il existe # € R tel que : 2/ = ¢ donc z =1+ 2/ =1+ €.

En conclusion : ‘Vz #1, ¢(z) € R siet seulement si z € R\ {1} ou z =1+ ¢ avec 0 € R.




