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Corrigé du DM n°4

Etude d’une suite récurrente d’ordre 3

Soit (un)nso la suite définie par : ug =0, ug = 2, ug = —1 et la relation de récurrence :
Vn € N, Upy3 = 2Upyo + DUpy1 — 6uy + 27
1. Traitement informatique
(a) def u(n)
u0, ut, w2 =0, 2, -1
for k in range(n)
u3 = 2%u2 + 5%ul - 6*%ul0 + 2x%*k

u0 = ul

ul = u2

u2 = u3
return u0

(b) Pour n>3, on a : uy, = 2Up_1 + DUy_o — 61uy_g + 2775,

(c) def u.rec(n)

if n == 0 : return O
if n == 1 : return 2
if n == 2 : return -1

return 2*u_rec(n-1) + 5*urec(n-2) - 6*u_rec(n-3) + 2*xx(n-3)

3100

(d) u_rec s’appelle elle-méme 3 fois. Pour calculer uyqg, il faudra de lordre de calculs pour

obtenir une réponse.
La fonction u n’effectuera qu’une centaine de calculs (boucle de taille 100).
Ainsi, la fonction u est largement préférable a u_rec.
2. vg=u1 —ug=2et vy =us —u =-3.
Pour n € N, v,40 = Upy3 — Unio
= 2Upto + DUps1 — OUp, + 2™ — Upyo
= Up4o — Ups1 + OUp41 — Bu, + 27
=VUpq1 + 60, +2" (R)
3. Soit (w,) géométrique de raison 2 : Vn € N, w,, = wy x 2™.
Alors (wy,) vérifie (R) si et seulement si : Vn € N, wyio = Wpey + 6wy, + 27
<= VneN, w22 = w2 + 6we2™ + 2"

@VRGN, 4’LUO:2’UJO+6’UJO+1

@VTLEN, wo = ——
4

1
La seule suite géométrique de raison 2 vérifiant (R) est celle de premier terme wqg = 7

9 )
4. (a) $0=U0—wo=ietw1=v1—w1:—§.

Soit n € N7 T2 — Tpe1 — 62y = (Un+2 —Un+1 — 6Un) - (wn+2 — Wn+1 — 6wn) =2"-2"=0.

‘La suite (x,) vérifie la relation de récurrence linéaire d’ordre 2 : Vn 2 0, Tpy2 — Tpe1 — 62, = 0.

(b) L’équation caractéristique de cette relation de récurrence est : 72 — 7 -6 = 0,
de discriminant A =25 > 0, donc elle possede 2 solutions réelles distinctes : 71 = -2 et 7o = 3.
On sait alors qu'il existe des constantes A, B telles que : Vn e N, z, = A(-2)" + B.3™.

9 5 A+B="? 37 2
2o = — et x; = —— permettent d’écrire : S dott: A= — et B==.
1 2 ~24+3B=-3 20 5

2
On adonc :|Vn >0, z, = y(_g)n + 2 x3n,
20 5

37 2
Enfin, v, =z, + w, donc : |YneN, v, = %(—2)" + 5 x 3 -2,




n-1 n—-1 n n-1
. Pour tout n > 1, Z v = Z (ups1 —ug) = Z uy, — Z Uk = Up —ug  (somme téléscopique).

k=0 k=0 k=1 k=0

n-1
Puisque ug = 0, il reste : | Vn > 1, u, = Z Vg
k=0

. (3T, vk, 2 ok or2) 3TN vk, 25 kS k2
. Pour tout n e N*, u, = » | = (-2)"+=.3" -2 =— 3 (-2)"+= > 3" -2
i=o \20 5 20 550 5 (20 k=0
On reconnait trois sommes géométriques, de raisons différentes de 1.

— (=2 _qn 1 _9on n
uﬂ:37 1-(-2)" 2 1-3 J1-2 Vn>17un:g—3—7(—2)”+3——2"_2.
20 1-(-2) 5 1-3 4 1-2 360 5

remarque : cette formule est encore vraie pour n = 0.

a

a n
—| <1 donc 1im(f) =0.
3 3
-2)" 2\"
( 3n) = (_5) — 0 (question précédente avec a = —2)

n n 2
et de méme 3= (g) —> 0. De plus, on a évidemment : 3 o(3™).

. Soit a €] - 3,3[. On a alors

. (=2)™ et 2™ sont négligeables devant 3™ car

n
1
Ainsi, uy, =0(3") +0(3™) + % +0(3") donc |uy ~ 5 3",

* % *



