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Corrigé du DM n°7

Probabilité et suites récurrentes

1. vn?lvp:P(Fn+1|E)a q:P(Fn+2|anFn+1) et r:P(Fn+2|Ean+l)~

2. On sait que F n Fy est réalisé, donc | P(F3) = q.

(F3, F3) est un systéme complet d’événements (SCE). D’apres la formule des probabilités totales (FPT) :
P(F4) = P(F3) X P(F4 |F3) + P(Fg) X P(F4 | F3)
=gxq+(1-g)xp dOHC’P(F4) =q +p—pq-‘

3. De méme, (F3n Fy, F3n Fy, Fy) est un SCE. D’apres la FPT :
P(F5)=P(IF3nFy) xq+P(F3nFy) xr+P(F;) xp
= P(Fj) X P(F4|F3) X q+ P(Fg) X P(F4‘F3) X7r+ (1 — P(F4)) Xp

[P(F)=*+(1-q)pr+ (1-¢* —p+pa)p. |

N
4. » Ay = () F,, donc d’apres la formule des probabilités composées (FPC) :

n=1
P(AN) = P(Fl) X P(F2|F1) X oo X P(FN |F1 .- mFN—l)
YN >2, P(Ay)=¢"? |

PR— N E—
*+ On s’intéresse au contraire : By = ﬂ F,, donc d’apres la FPC :
n=3

P(BX) = P(F5) x P(F3 | F5) x - x P(Fy | Fyn -~ Ty 1)
=(1-q)(1-p)~(1-p) doncP(By)=(1-q)(1-p)"°
En conclusion, P(By) = 1 - P(By) donc ‘ YN23, P(By)=1-(1-¢)(1-p)V3 ‘

=1x1xgx--xq donc

P(F:
5. On demande : P(F3| Fy). La formule de Bayes donne : P(F3| Fy) = PEFS; x P(Fy| F3)
4
2
donc P(F3|Fy) = % x q, soit : | P(F3|Fy) = qu
q°+p—pq q* +p-pq

6. (a) Silarbre a eu peu de fruits 'année N + 1, alors on ajoute un 0 & Py, donc : Py41 = 10Py.
Si 'arbre a eu beaucoup de fruits, alors on ajoute un 1, donc : Py = 10Py + 1.

(b) Py finit par 11 quand le reste de sa division euclidienne par 100 vaut 11.

’PN % 100 == 11 renvoie True quand Py finit par 11, et False sinon.

(c) def anneeSuivante(PN,p,q,r)
if PN % 10 ==
if rd.random() < p : return 10*PN + 1
else : return 10%*PN
elif PN 7 100 == 11 :
if rd.random() < q : return 10*PN + 1
else : return 10*PN
else :
if rd.random() < r : return 10%PN + 1
else : return 10%PN
(d) def production(N,p,q,r)
PN = 11
for _ in range(N-2)
PN = anneeSuivante(PN,p,q,r)
return PN



(e) def estimation()
somme = O
for _ in range(1000)
PN = production(50,0.8,0.2,0.3)
PN = str(PN)
for chiffre in PN :
somme += int(chiffre)
return somme / 1000

7. On utilise le SCE (F,, F,,). La FPT donne : .1 = P(Fy41) = P(F,) x a, + P(F,) xp

donc : Upy1 = Up X ap + p(1—uy,), dol: ‘ V21, ap X Up = Ups1 —p(l—un).‘

8. D’apres la FPT appliquée au SCE donné, pour tout n > 1 :
P(Fy.2) = P(FunFryi1) xP(Fuia | FunFn )+ P(FunFry 1) xP(Fosa | Fy it )+ P (Fryit) xP(Foa | Frer)
= Uy Xap X q+P(F,) x P(Fpy1 | Fp) xr+ (1= upy1) xp
= (ups1 —p(L—up)) g+ (1 —up)pr+ (1 = upse1)p
Soit : ‘ Vn 21, unio = (g —p)uns1 + (pg — pr)u, —pg + pr+p. ‘

9. On remplace u,, Uni1 €t Uy par £ dans la relation précédente :
—pq+pr+p
L+p-q+pr-pq

Remarque : le dénominateur vaut 1+ (p—q) + p(r — q), il est non nul car p—g >0 et r—¢ > 0.
10. Soit n > 1. Alors :
Uns2 + (P = @)Vns1 +P(r = Q)vn = (Uns2 =€) + (p = @) (ups1 =€) + p(r = @) (up = £)
= Uns2 + (P = QUns1 +p(r = q)un — (L + (p— @)l + p(r - ¢){)
(=pq + pr +p) = (=pq +pr +p)
=0

(= (q-p)l+ (pg—pr)l—pq+pr+pdonc|l=

Ainsi, ‘ (vn) vérifie (*). ‘

11. Application numérique : p=0,8 ¢=0,2et r=0,3.
-0,8%x0,2+0,8%x0,3+0,8 0,88 11
(a) €= = donc [ £ = —.
1+0,8-0,2+0,8%x0,3-0,8x0,2 1,68 21
(b) (*) < vpyo +0,60,,1 +0,08v, =0. On pose Iéquation caractéristique : 22 + 0, 6x + 0,08 = 0,
de discriminant A =0,62 -4 x1x0,08=0,04 >0

1 1
et de racines réelles : x1 = 5(—0,6 +0,04) =-0,2 et 5 = 5(—0,6 -0,04) = -0,4.

D’apres le cours, il existe des constantes A, B telles que : ’ Vnz1, v, =A(-0,2)" + B(-0,4)". ‘

11
(¢) V21, up=vy,+£=A(-0,2)" + B(-0,4)" + o1

On détermine A et B grace aux valeurs initiales : u; = us = 1, ce qui donne le systeme :

-0,2A-0,4B+ 31 =1 - 1 2| -50/21 - 1 2] -50/21
0,044+0,16B+ 1 =1  cieses \ 1 4| 250/21 ) LoeLr-2, \ 0 2 | 300/21
) ) 21 Lo+«25Lo
150 50 350 50
donc B=——=—puis A=——=-—.
21 7 21 3
11
Conclusion : | Vn > 1, u, = —@(—0, 2)" + @(—0,4)” +—.
3 7 21
. 11 ey s .
(d) |-0,2| < 1et|-0,4| <1 donclimu, = T la probabilité de donner beaucoup de fruits tend vers ST

* % %




