BCPST 1B, Lycée Chateaubriand Samedi 27 janvier 2024

Corrigé du DS n°5

\Exercice 1 : Une suite de matrice-colonnes\

11
1. X2 = AX1 +BXO = (—4)
2

2. On échelonne P et la matrice identité I3 en miroir :

(iéfé?g) (5”1
- < o [1] 6 o 1 1
1 5[0 0 1) mni \ 0 =2 -13)1 0 -3

L3—L3-3L7

1] 1 50 o0

< 1o [1] 6|0 1

el R 1 -2

rg(P) =3 donc ‘ P est inversible. ‘ On trouve P~ par remontée :

1 0|5 10 -4 0 0 |-1 -3 1
e 0 0|6 13 -5 o 0 0
R 0 0 1 -2 1

Listisig \ Q0 1o )R

-1 -3 1
pl=|l 6 13 -5 |

-1 2 1

-1 -3 1 4 9 -3 0 0 0
3. PtA=] 6 13 -5 |x| -1 =2 = 6 13 -5
-1 -2 1 1 3 -1 -2 1

-]

O =

0 0 0 3 1 2 0 0 0
D=P'AP=| 6 13 -5 |x| -1 0 1 |=l 0o 1 o \D:Diag(o,1,1).\
1 -2 1 1 1 5 0 0 1

4. D=P'AP donc A=PDP7!', et de méme A = P"'BP donc B = PAP!.
De plus, ¥n >0, Y, = P"'X,, donc X,, = PY,,.
1) e VYVn20, Xp0=AX,1 + BX,, & VYn>0, PY,,o = PDP'X,,, + PAP'X,
= V¥n20, Yy =DP X, .1 +AP'X, en multipliant & gauche par P!
< Vn20, Yyo =DY, 1 +AY, par définition de Y, et Y,,1.

-1 -3 1 8 3

5. YO=P‘1X0:( 6 13 -5 )x( —4):( 1 ) lap=3,bo=1et co=-1]
-1 -2 1 -1 -1
-1 -3 1 -3 -1

Y1:P1X1:( 6 13 -5 )x( 0 ):( 2 ) la1=-1,b1=2et c; =-1.]
-1 -2 1 -4 -1

An+2 000 Ap+1 100 Gnp, anp
6. D’apres la question (4), Vn 20, | bps2 | =10 1 0| x| bps1 | +]0 20| x| by | = | brs1 + 26y,
Cn+2 001 Cn+1 000 Cn Cn+1

An+2 = Gn
donc | Vn 20, {byeo = bpe1 + 20,

Cn+2 = Cp+1

7. % Péquation caractéristique 72 = 1 a pour solutions r = 1 ou r = —1.
Il existe donc des constantes a, 5 € R telles que : Vn 20, a, =ax 1"+ Bx (-1)" =a+ B(-1)".
3=a+p

D’apres la question (5), ag =3 et a3 = —1 donc { ) ainsia=1et f=2.
I

Conclusion : ‘ Vn >0, a, =1+2(-1)" ‘




* 'équation caractéristique r2 = r + 2 a pour solutions r =2 ou r = —1.
Il existe donc des constantes 7,0 € R telles que : Vn >0, b, =y x2" +0 x (-1)™.

l=v+6

ainsi y=1et § =0.
2=2y-4§

D’apres la question (5), by =1 et by = 2 donc {

Conclusion : ‘ Vn >0, b, =2".

* Pour tout n >0, ¢p42 = ¢p41 donc la suite (¢, ) est constante a partir du rang 1.

D’apres la question (5), ¢o = ¢; = —1 donc ‘ Vn 20, ¢, =-1. ‘

. On connait Y,, d’apres la question (7). On trouve X,, grace a la relation : X,, = PY,,.

31 2 1+2(-1)" 1+6(-1)"+2"
X,=| -1 0 1 |x o soit [Vn >0, X, = —2-2(-1)"
1 1 5 -1 —4+2(-1)"+ 2"

’Exercice 2: Dénombrement‘

. On constitue une liste de cartes ordonnée, et avec répétitions.
L’ensemble des tirages possibles est donc l’ensemble des p-listes de longueur 4 de l’ensemble des

cartes (de cardinal 32). ‘Il y a dans ce cas 32* tirages possibles. ‘

. On constitue une liste de cartes ordonnée, et sans répétition.
L’ensemble des tirages possibles est donc ’ensemble des arrangements de longueur 4 de ’ensemble

des cartes. ‘Il y a dans ce cas A3, tirages possibles.

. On constitue une liste de cartes non ordonnée, et sans répétition.
L’ensemble des tirages possibles est donc ’ensemble des combinaisons de longueur 4 de I’ensemble

2
des cartes. |card(T) = (34 )

. Pour constituer un tirage de ’ensemble D, il faut :

4
* choisir un As parmi 4 : (1) =4 choix,
4
* choisir deux Rois parmi 4 : (2) =6 choix,

24
* choisir une carte parmi les 24 qui ne sont ni des As, ni des Rois : ( ] ) = 24 choix.

Conclusion : ‘ card(D) = 4 x 6 x 24 = 242, ‘

. (a) A est 'ensemble des tirages sans As.

Pour constituer un tel tirage, on choisit 4 cartes parmi les 28 qui ne sont pas des As:

card(A) = (248).

_ — 2 2
(b) A est le complémentaire de A donc : card(A) = card(T) —card(A), soit : | card(A) = (34 ) - ( 48).

. (a) An R est I'ensemble des tirages ne contenant ni As, ni Roi.

R — 24
On choisit alors 4 cartes parmi les 24 qui ne sont ni des As, ni des Rois : | card(An R) = ( 4 )

(b) card(A U R) = card(A) + card(R) - card(A n R)
CCC) [on B0

R 32 24
(¢) AUR=AnR, donc d’apres la question 6a, | card(AU R) = ( 1 ) - ( 1 )

. On demande card(An R). Or, AnR =AU R, de cardinal trouvé question 6b.

On peut conclure : |card(AnR) = (342) C9x (248) N (244).




. Soit S I'ensemble des tirages contenant strictement plus d’As que de Rois.
On effectue une partition de S :
pour k € [1,4], soit Sk I’ensemble des tirages de S contenant exactement k As.

4
+ un tirage de Sy contient les 4 As : card(Sy) = (4) =1

* un tirage de S3 contient exactement 3 As. Peu importe l'autre carte, il y aura toujours

4 28
strictement plus d’As que de Rois : card(S3) = (3) X ( ) )

* un tirage de S5 contient 2 As choisis parmi 4, puis 2 cartes choisies parmi les 28 autres,
auxquelles on enleve les choix de 2 Rois parmi 4, qui conduiraient & avoir finalement autant d’As

que de Rois. Ainsi, card(Sz2) = (;1) X ((228) - (;l))

* un tirage de S; contient exactement un As, et aucun Roi. On choisit un As parmi les 4,

4 24
puis trois cartes parmi les 24 qui ne sont ni As ni Roi : card(S7) = (1) X ( 5 )

4
Par union disjointe : card(S) = )_ card(S)
=1

tone i) =1+ (o)< (7)+ ) () - () - () ()

. (a) def compte(L,k) : (b) def plusdAs(L)
compteur = 0 as = compte(L,1)
for elt in L : rois = compte(L,2)

if elt ==k : return as > rois

compteur += 1
return compteur

\Exercice 3: Probabilités‘

. Il y a du soleil le premier jour, donc S; est un événement certain : P(S7) = 1.

1 3
. D’apres ’énoncé : Vn 21, Pg, (Sps1) = 3 et Pg(Sml) =

1
P(S:) = 3 | car Sy est certain.

(S2,52) est un systeme complet d’événements. D’apres la formule des probabilités totales :
P(S3) = P(Sg) X P52 (53) + P(Sg) X Pg(S?,)

1 1 1 2
:—><—+(1——)><§ donc P(Sg):g.

3 3 3 )
Q) _ _ P(SQ) 9 N
. On demande Pg,(S2) =1-Pg,(S2)=1- P(5s) x Pg,(S3) d’apres la formule de Bayes,
3
— 13 1 18
done Py, (S2) = 1- 12 x = | Pg,(52) = —.
one Psy(52) = 1= 55755 ¥ 50 | Pl = 55

(a) Vn>2, P, =5n--nS,,soit : |Vn>2, P, =) Sk
k=2

(b) D’apres la formule des probabilités composées :
Vn > 2, P(Pn) = P(Sg) X PE(S?,) X oo X Pgﬂﬁﬂ(sn)

| DO

P 2 2 [(2\"?
=—x=-x--x—-, donc Vn>2,P(Pn):*X(*) .
5 5 3 \5

~ W

(a) Soit n > 1. Alors (S,,,S,) est un SCE. D’aprées la FPT :
P(Sn+1) = P(Sn) X PS,,,(SrHl) + P(Sn) x Pg(SnJrl)

1 3 4 3
un+1:unx§+(1—un)xg donc |Vn > 1, un+1:—1—5un+g.




(b) def U(n)
if n == : return 1
return -4/15%U(n-1) + 3/5

(¢) (up)ns1 est une suite arithmético-géométrique. On cherche le point fixe £ :

4 3 9 4
¢=—-—/{+— donne ¢ = —. La suite v, = u,, - £ est géométrique de raison g = ——.
15 5 19 5

10

Vn?l,vn:lec]"’l avecylzul_gzﬁ.

1 4 n-1
En conclusion, |Vn > 1, u, = 10 x (—7) 4 g
19 15 19

4 4 n-1
(d) -1<-—<1 donc lim (——) =0. Par opérations, |limu, = 9
15 15 1

7. Soit n > 1. On nomme C,, I’événement : ”la grenouille chante le jour n”.
(Sn,?n) est un SCE. D’apres la FPT :
P(Cy) =P(S,) xPs, (Cpn) + P(Sin) x P?(Cn)

1 4 3 4 4
=t X =+ (l-uy)x==-=u, +=. Conclusion : |Vn >1, cn:—gun+f.
5 5 ) 5 5 )




