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Corrigé du DM n°9

Suite de racines

1. Etude des fonctions fn

(a) Soit n € N. Par opérations, f, est continue sur R} \ {1}.
Etude en 1 : onpose l+t=x,donct=x-1.Onat— 0 quand x — 1, et pour £ #0 :
2(1+6)"In(1+¢) 2(1+t)"In(l+t) 2t
n =TIn 1+t = = ~ — =
n(@) = Fa(l4 ) = —=a- 5y 1242t 0 2t
donc PHOI fa(l+t) = lirr% fu(z) =1= f,(1) donc f, est continue en 1.
— xr—

En conclusion : ‘ fn est continue sur R}.

(b) On a quand z — 0 : f,(z) - -2z" In(x).

*n=0: lir%ln(x) = —o0 donc liH(l) fo(z) = +oo.

+n > 1 : Par croissances comparées, liH(l) 2" In(x) =0 donc hH(l) fn(x) =0.
Tr—> Tr—>

’ fn est prolongeable par continuité en 0 si et seulement si n > 1. On pose alors : f,,(0) = 0. ‘

(c) -1 I 22 donc f,(x) ~ 22" 2In(z).
[ee] +o0o

+n <1 :alors n—2<0 et par croissances comparées, lim z" ?In(z) = 0.
T—+00

xn > 2 : alors par opérations lim 2" ?In(zx) = +oo.
Tr—>+00

Sin<1,alors lim f,(z)=0.Sin>2, alors lim f,(z)=+oo.
T—>+00

T—>+00

2. Variations de f,, sur [1,+oo[

(a) Sur ]1,+o0[, f, est dérivable par opérations et :

Ve>1, fr(z) = % x [2(7””71 In(x) + 1”%)@2 -1) -2z x 2z™ ln(x)]
(22-1)
1 n—-1 2 5 et
= Gy <[22 (=20 =) Ine) + 20 - D]
2271

= @2-12 x [((n— 2)2? —n)In(z) +2? - 1]

Par ailleurs : [(n -2)(2?>-1)Inz+ (22 -1- 211117)] =(n2?-n-22*)In(z) +22 -1

=((n-2)2? -n)In(z) +2? -1

n-1
Conclusion : | Vz > 1, fl(x) = (?71)2 [(n -2) (2?2 -1)Inz+ (22 -1- 2lnx)].
22—

(b) Pour z > 1, on pose g(z) = 2> — 1 - 2In(z).
22 -1

xT

Par opérations, g est dérivable sur [1,+oo[ et g'(z) = 2z — 2 2 x > 0.
g est donc strictement croissante sur [1,+oo]. ’
Puisque g(1) =0, on a : ‘ Vz>1, 22 -1-2In(z) > 0. ‘

(c) n>2et z>1donc (n-2)(22-1)In(x) > 0. D’apres 2a) et 2b) : Vo > 1, f/(x) > 0.
On en déduit le tableau de variations suivant :

x 1 +00
fal@) |2 +
+00
fn ) /




3. Etude d’une suite définie implicitement

(a) Sur l’intervalle ]1,+oo[, la fonction f,, est strictement croissante et continue.
D’apres le théoréme de la bijection continue, f,, réalise une bijection de ]1,+oo[
sur f(]1, +00[) =1, +oo].
2 €]1, +oo[ donc ‘ Péquation (E,) : fn(x) = 2 posseéde une unique solution u,, dans ]1,+oo][. ‘
2¢™In(e)  2e™ 2"
b Vn > 2, e) = = > —
() fnle) e -1 e2-1 ¢2

fn(e) > 2 donc uy, < e. Ainsi, ‘ Vn 22, u, €]l,el. ‘

4. Valeurs approchées obtenues par dichotomie

(a) def dichotomie(g,a,b,eps) : (c) def listeU(n,eps)
while b-a > eps : L=1]
c = (a+b)/2

for k in range(2,n+1)
if g(a)*g(c) <0 : b =c¢

L.append(dichotomie(gn(k),1,e,eps))
else : a=c

return L
return a ) )
(b) from math import log,e (d) import matplotlib.pyplot as plt
def gn(n) : def graphe(n,eps)
def fnMoins2(x) : X = list(range(2,n+2))
if x == 1 : return -1 Y = listeU(n+1,eps)
return 2*x**n*xlog(x)/(x**2-1)-2 plt.plot(X,Y,’.’)
return fnMoins?2 plt.show()

Valeurs approchées de (u_n) pourn = 21
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5. Comportement de la suite (u,)
) 22" (z - 1) In(x)
(a) Soit z>1.On a: fupi1(x) - fu(z) = — 21 0.
22—
(b) On a donc : Vn 22, fri1(un) > fn(un) =2 donc uneq €]1,up[.

’ La suite (ty,)ns2 est donc strictement décroissante. ‘

(c) La suite (uy)ns2 est décroissante et minorée par 1, donc ‘ (tn )ns2 converge vers £. ‘

Pour tout n > 2, 1 < u,, donc par passage a la limite : ‘ Vn22, 1<0<uy,. ‘

6. Détermination de la limite ¢
2u," In(uy,)

up2 -1

B up? -1
CIn(uy,)
up? -1 2-1

N .
In(uy,) In(¢)

(a) D’apres (E,), Vn 22, =2 donc wu,"”

On suppose que £ > 1. Par opérations,

2

In(¢)
(b) (un) étant décroissante, Vn > 2, u, > £ donc u," > ("

On a supposé £ > 1, donc (£™) diverge vers +oo.
Par comparaison, (u,") diverge aussi vers +oo.

Donc | (u,™) converge vers

C’est en contradiction avec le résultat de la question précédente. Conclusion : | ¢ = 1.



