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Corrigé du DM n°12

Espaces vectoriels

Dans R*, on pose : u; = (1,0,0,1), wug=(0,0,1,1), wu3=(0,1,0,-1) et ug=(1,-1,-1,1).
Soient les ensembles : E = Vect(uy, us,uz,ug) et F={(z,y,2t)eR* z=y}.
1. (a) Une base de R*?
Card (uy,u2,us,us) = 4 = dim(R?*) donc cette famille est une base de R* si et seulement si elle est génératrice.
On étudie pour le savoir le rang de la matrice canoniquement associée a cette famille :

10 0 1 0 0 1
_ |0 0 1 -1 . _ 0 0 1 -1
M =Mate(uq,ug,us, uyg) = o1 0 -1l On a donc : rg(M) i 2 |
11 -1 1 0 1 -1 0

0 0 1 0 0 1

1 -1 o [1] o -1

L43L4732/2 - 4 Thatls 0 O _1

0 0 -1 1 0 0 0 0

rg(M) <4 donc (uy,us,us,us) n'est pas génératrice : ‘ (u1,us,u3,us) n'est pas une base de R*. ‘

(b) Base et dimension de F.

La question précédente montre que rg(uy, us, us,uq) = | dim(F) = 3.

Une base de E est donc donnée par une famille libre de cardinal 3 extraite de (w1, ug, us,uq).

1 0 0
0 1 0 . . .

On remarque que Mate (ug,us, us) = 0 0 1 contient une matrice extraite de rang 3 : I3.
1 -1 1

Ainsi (u1,u2,us) engendre un s-ev de dimension 3, donc¢ E lui-méme.

Etant génératrice de E et de cardinal 3 = dim(FE), (u1,uz, us) est libre. Donc‘ (u1,us,us) est une base de E.

(c) Equation cartésienne de E.

u=(z,y,21t) e R* appartient & F si et seulement si 3\, s, v € R, u = \uy + pug + vus

T=A

d’oti le systeme d’équations paramétriques de E : y=r (\p,v)eR3
Z=4
t=A+pu-v

On élimine les parametres A, i, v pour obtenir une équation cartésienne de E.

Par substitution dans la quatrieme équation, on obtient : ’ FE a pour équation cartésienne : x —y +z—t = 0. ‘

(d) F sous-espace vectoriel de R*.
F={(z,y,2,t) eRY, w=y}= {(m,x,z,t) € R4} ={x(1,1,0,0) + 2(0,0,1,0) +¢(0,0,0,1), =, z,t e R}
On pose v; = (1,1,0,0), e3 = (0,0,1,0) et e4 = (0,0,0,1) dans R*.

L’écriture précédente montre que ‘ F = Vect(vy,e3,e4) ‘ donc F est un s-ev de R,

(e) Base et dimension de F.
1 0 0
0 0
rg(vi,es,eq) =18 0 0
0 0
2. (a) EnF =Vect(vy,v2).
On pose G = Vect(vy,v2). On sait que vg = us € E. Par ailleurs, 1 -1+ 0-0=0 donc v; € E. Ainsi G c E.
De plus, vy € F' et les coordonnées de vy vérifient ’équation de F', donc vs € F.
Ainsi G c F. On en déduit que Gc En F.
Enfin, uy ¢ F donc E +# F' : En F est un sous-espace strict de E et de F.
Puisque dim(F) = dim(F) = 3, alors dim(En F) < 2.
Mais v; et vy sont non colinéaires (donc libres) : dim(G) = 2.
L’inclusion G ¢ En F permet de conclure que dim(E n F') = 2 et ‘E N F =G = Vect(vy,v2). ‘

= 3 est maximal donc ’ dim(F') = 3 et (v1,e3,e4) est une base de F.




(b) (v1,v2,v3) base de E.

On demande vs = (0,9, 0,t). Dans ce cas, vu ’équation cartésienne de E, vz € E <> -y —t =0 donc t = —y.

En posant y = 1, on obtient ‘ vz =(0,1,0,-1) ‘ = us.

(1] o o

Mat(vy,vs,vg) = 1 0 est de rang 3, donc maximal. Ainsi, | (v1,ve,v3) est une base de E.
0 0
0o -1 1

(¢) (v1,v2,v4) base de F.
On demande vy4 = (0,0, 2,0) € F. Pour tout z € R, (0,0, z,0) vérifie I'équation de F', donc on peut choisir

z =1 et poser ’v4 =e3=(0,0,1,0). ‘
1 0 0
Mat(vy,v4,v2) = L 0o 0 est de rang 3, donc maximal. Ainsi
1,04,02) = 0 1 g 9 X . ’
0 0

3. (a) B=(v1,v2,v3,v4) base de R*.

(v1,v2,v4) est une base de F.

1 0 0 O
1 1 N T

Mat(vy,v3, vq,v2) = 0 0 et apres opération Lz < L3 — Ly :
0

0 O
1 1
-1 0 1
0
rg(vy,vs,v4,v9) =1g(B) = (1) =4 =dim(R*) donc B est génératrice de R?.
0 -1

S

Etant de cardinal 4, elle est génératrice minimale, donc ‘ B est une base de R*.
(b) Matrice de passage de C a B.

1 0 0 0
1 0 1 0 . . .
P =Matc(B) = 01 o0 1 est inversible en tant que matrice de passage.
0 1 -1 0
On trouve son inverse en ’échelonnant en vis-a-vis de la matrice identité I :
1 0 0 0|1 0 0 O 1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 1 0|0 1 0 O - 0 0 1 0|-1 1 0 0
0 1 0 10 0 1 0 |crgeto-z; | O 1 O 1 0O 0 1 0
La<Ly-L3
01 -1 00 0 0 1 0o 0 -1 -1,0 0 -1 1
1 0 0 O 1 0 0 0 1 0 0 0] 1 0 0 O
0 1 0 1 0 0 1 0 01 0 0o|-1 1 0 1
<> <>
L L2els 0 01 0o|-1 1 0 O LaLa 0 01 0o|-1 1 0 O
e\ o0 0 1|11 -1 1) o 000 1)1 -1 1 -1
1 0o 0 O
-1 1 0 1
3 . -1 _
En conclusion : | P = 11 0 0
1 -1 1 -1

1 2
M = ; _03 et N vérifient la formule de changement de bases : ‘N =P 'M, ouencore: M = PN.
4 1
1 2
Apres calculs, on trouve : | N = ? :; ce qui signifie : {Z: z ;;:_522 i;;—?;};
-2 -2




