BCPST 1B, Lycée Chateaubriand Samedi 14 septembre 2024

Corrigé du DS n°1

’Exercice 1 : Fraction rationnelle‘

1. 20+4=0< 2 =-2donc|D=R~{-2} =]-o00,-2[ U] -2, +co[ |

2. Signe de f(z) : le discriminant du trindme 2% + 9z + 18 vaut A =92 -4x1x18=81-72=9>0

-9-v9 -9+v9
donc ce trindome possede deux racines réelles : x; = T\/_ =-6et xg= T\/_ =-3.
Son coefficient dominant est positif, donc il est positif a I’extérieur des racines. On a donc le tableau
de signes :
x —00 -6 -3 -2 +00
22+ 92 +18 + - + +
2r +4 - - - +
f(@) - : - '

En conclusion : ’ f(@)20< ze[-6,-3]U] -2, +00]. ‘

3. f est dérivable sur D par opérations et on a :

wv-uw'  (2z+9)(2x+4)-2(2?+9x+18)  2z?+8z  2x(w+4)

VeeD, f'(x)= = = =
veD, f@) = —5 (21 + 4)2 4(z+2)? 4z +2)2
z(x+4)
donc | Vz € D, f,(ZC) = m
4. Tableau de signes de f'(z) :
x —00 -4 -2 0 +00
x - - - +
r+4 - + + +
(z+2)2 + + + +
f'(x) + - - +
22
5. (a) = Par régle sur les fractions rationnelles : lim f(z)= lim — = lim -z
T—>+00 r—+00 Qy  x—>too D

donc| lim f(z)=-o0c0 et lim f(z)=+o0
T—>—00 T—>+0o

* Par opérations, | lim flzx)=-00 et lim f(x) = +oo.
x<-2 x>-2

(b) Puisque f admet une limite infinie en -2,

la droite d’équation x = -2 est asymptote verticale a Cy.

6. D’apres Iétude du signe de f'(x), on peut conclure :

x —00 —4 -2 0 +00
f(@) + 0 - - 0 +
I e .
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1 2 2 2)+2x2 2 1
7. (a) Soit z # -2. OD&I§LE+Z _dex2) @2 v2x2 o7+ wt 8:f($)-

2 z+2 2(x +2) o 22+4

1 7 2
b) D’apres 1 ti écédente, —|zz+2)= 0
(b) D’apres la question précédente, f(z) (2:17 2) —

1 7
donc |la droite A d’équation y = 533 + 3 est asymptote oblique & Cy en +oo et en —oo.

2
De plus, 3 >0 si et seulement si z > -2 donc
T+

Cy est en dessous de A sur | - oo, —2[ et au-dessus de A sur | -2, +oo]. ‘

8. Allure de la courbe C;
yl\

-9 -8 = -6 -5 -4 3 -2 -1 0 1 2 3

5 4
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Exercice 2 : Fonction construite a partir de In

1-
(a) Tableau de signe de <
l+a
T —00 -1 1 +0o0
1-z + + -
1+x - + +
1-2
- + -
l+x

(b) On en déduit quem
(a) Soit x € Dy. Alors —z € Dy et : f(—x):ln(1+x):—ln(1_x):—f(x)

1-x 1+

(b) 1l suffit donc d’étudier f sur l'intervalle [0,1].

(¢) La courbe représentative de f est donc symétrique par rapport a lorigine du repere.

(a) f est dérivable sur Dy par opérations, et : Vo € Dy, f(x) =In(l-=)-In(1l+x)

1 I —(I+z)-(1-x) Va e Dy, f’(ac):—l_ng-

done f'(2) = T ~ T2 =~ D)

(b) Sur Dy, 1-22>0 donc f'(z) <0. On en déduit que ‘ f est strictement décroissante sur Dy.

(c) L’équation de la tangente Ty & Cy en 0 est : y = f'(0)(z —-0) + f(0)
On remplace : f'(0) =-2 et f(0) =1In(1) =0 et on trouve m

(a) Par opérations, lim f(z) =-o0

x<l

b) La courbe C; admet donc une asymptote verticale d’équation x = 1.
I
Par symétrie (f impaire), elle admet également une asymptote verticale d’équation x = -1.

1-
. f(x)2In(2x +4) < In (“—x) >In(2x +4) . On résout cette inéquation sur | -1, 1][.
x

En appliquant la fonction exponentielle (strictement croissante) :
1-z l-z-(1+2)(2z+4)

>n(2z +4 > 21 +4 >0
f(z) > In(2z + )®1+a: z+4 < s
92 _ Ty
2z% - Tx 320
l+z

< -202-T72-3>0 carl+x>0sur |-1,1[
=222+ 7x+3<0 en multipliant par -1

Le discrimant de ce trindéme est : A =72 -4x2x3=49-24 =25 =5

-7-5 -7+5 1
=-3et xy= =
2% 2 2x2 2

donc on a deux racines réelles : x1 =

2

1
Le trindme est négatif a U'intérieur des racines, donc | f(z) > In(2z+4) <z € ]—1, —f].




