BCPST 1 LOGIQUE, RECURRENCE, SOMMES, PRODUITS

Logique

1. f désigne une fonction de R dans R.
Traduire avec des quantificateurs, puis écrire la négation des assertions suivantes :

(a) f est constante. (f) f est une fonction paire.

(b) f ne s’annule pas. (g) f ne prend jamais deux fois la méme valeur.
(c) f est croissante sur R. (h) f est majorée par 1.

(d) f présente un maximum. (i) f est positive.

(e) f ne peut s’annuler qu’une fois. (j) f atteint toutes les valeurs réelles.

2. Vrai ou faux ? Justifier.

) xeR,VyeR, z+y>0.
)VzeeR, Jye R, z+y>0.

(c) IreR,Vy e R, y* > .

(d) IzeR, (z+1=0)V(z+2=0).

(e) VxeR, (z+1#0)V(z+2#0).

(f) YVa e R*, e € R%, € < al.

(¢) IxeR,yeR,VzeR, y—2zx=0.
(h) Vy e R*,Vz e R*, Iz e R*, y — 2z = 0.

Récurrence :

1. Soit (uy,) la suite définie par : ug =1 et ¥n € N, upq1 = 2u, — 3.
Montrer que : Vn € N, u,, = —2"+! 4+ 3.

2. Montrer par récurrence que : Vn > 2, Z K2k = ontl(n —1).
k=2
(n—1)(3n+2)
dn(n+1)

"1
3. Montrer que : Vn > 2, ;_2 T =

4. Pour n € N, on pose P, << 2" > n? >.
(a) Montrer que P,, est héréditaire a partir du rang n = 3.

(b) Déterminer toutes les valeurs de n pour lesquels P,, est vraie.

n 2 2
. n(n+1
5. Montrer par récurrence que : Vn € N*, Z K3 = %
k=1
< 1
6. Pour n > 1, on pose u,, = Z 72 Montrer par récurrence que : Vn > 1, u, <2 — —.
n

k=1
7. Pour n > 1, on pose S,, = Z f Montrer par récurrence que : Vn > 1, S, < 2y/n.

8. Soit n € N. On considere n dr01tes du plan telles que :
x aucune n’est parallele a une autre,
* aucun point du plan n’appartient & 3 (ou plus) de ces droites.
On note R,, le nombre de régions du plan délimitées par ces droites.

(a) A Taide d’un schéma, déterminer Ry, R1, Ro et Rs.
(b) Montrer que : Vn € N, R,»1 =n+ 1+ R,.

2

2

(¢) En déduire que : Vn € N, R, = %
, . . ug = 2
9. On définit la suite (u) par Montrer que, Vn € N, 1 < u, < 5.
(W p {VnEN,un+1:\/6un—5 d
ug = 2 2
10. Soit (u,,) la suite définie par : Wi > 0, 1 = 1 inu . Montrer que : Vn 2 0, u, = e



UO:].

Vn 20, upt1 =1+ u,
U0:2

Vn 20, upt1 =up +2n+5

- 1 n(n + 3)
13. On pose pour n € N*, §,, = ————— Montrer que : Vn > 1, 5, = —————.
' ;k(k-i—l " An+1)(n+2)

11. Soit la suite (u,) définie par { Montrer que (u,) est croissante.

12. Soit la suite (u,,) définie par { . Montrer que Vn > 0, u, = n?+4n+2.

)k +2)

n
1
14. Montrer que : Vn > 1, Z(—l)ka =(-1)" x %
k=1

1
15. Soit f : x +—> = infiniment dérivable sur R\ {1}.
—x
Montrer que la n®™¢ dérivée de f a pour expression : Vo # 1, (™ (z) =

Fy=0, F, =1

16. On définit la suite de Fibonacci (F),)n>0 par :
VTLEN, Fn+2 :Fn+1+Fn

(a) Calculer les termes de la suite (F},),, pour n € [0, 7],
puis les quantités F2 et F,,_1 X F, 11 pour n € [1,6].

(b) Quelle relation peut-on deviner ? Démontrer ce résultat.

2 n
17. On définit la suite (u) par u; =3 et Vn > 1, upi1 = — E U
n
k=1

Donner une expression explicite de u,,.

Analyse-synthése

1. On cherche toutes les fonctions f : R — R telles que (E) : V(z,y) € R?, f(2)f(y) — f(zy) = = + .

(a) Montrer que si f vérifie (E), alors f(0) #0 et Vo € R, f(z) = Lf(o)

o f(0)
(b) Montrer que si f vérifie (E), alors f(0) = 1.

(¢) En déduire toutes les fonctions f vérifiant (E).

Sommes :

1. Calculer la somme : S =27 +31+35+39+43+---4+107.

2. Calculer la somme : S =12+ 32 +52 + 72 + ... 4+ 20252,

1 1 1 1
3. Calculer 1 S =144+ — 4 .
alculer la somme t3tgtomtotam

4. Calculer la somme : S = 202 + 212 4 222 + 232 4+ ... 4+ 502,

5. Calculer la somme : S = 100 + 111 4+ 122 + 133 4 - - - 4 1200.
2n
6. Exprimer en fonction de n € N la somme : S, = Z (p2 +2n + 4).
p=n
2n
7. Exprimer en fonction de n > 3 la somme : S,, = Z(k‘ +2)(2k—1).
k=5
8. Exprimer en fonction de n € N la somme : S,, = Z (2i + Qi).
2n+1
9. Pour n € N, on pose : S, = Z B =12 432 +52 4+ 77+ ... + (2n+ 1)~
k=1
k impair

(a) Ecrire en langage Python une fonction permettant de calculer S,,.

(b) Exprimer S,, en fonction de n.



2n
10. On pose, pour n € N, S, = Z(k + 1)(k + 3).
k=1

(a) Ecrire en langage Python une fonction somme d’argument n renvoyant la valeur de S,,.

(b) Exprimer S, en fonction de n.

n

11. Exprimer en fonction des entiers p, n(p < n) la somme : Z (2k2 — 3k + 1).
k=p

12. Soi > 3. Calcul In({ ——m———|.
Soit n >3 Cacuerkzzgn<(k+1)(k+2)>

n
1
13. Soit n > 2 un entier. On pose : S, Z pEp—

(a) Déterminer des réels a, b, c tels que, pour tout réel x ¢ {—1,0,1}, on a :
1 a b c

B—r xz—1 x x+1
(b) En déduire une expression de S,, en fonction de n.

14. Soit n > 1 un entier. On pose : S, Z R+ 1) k: 3

(a) Déterminer des réels a, b, ¢ tels que, pour tout réel x ¢ {—3,—1,0}, on a :
rx—1 _a b c
@A D@13 2 2+l 243
(b) En déduire une expression de S,, en fonction de n.

n

2k +1

15. Soit n € N*. On pose : S,, = LRk + 1)

1 1
(a) Pour k € [1,n], réduire au méme dénominateur : 2T hEE
(b) En déduire une expression de S,, en fonction de n.

~ k
16. Pour n € N*, on pose : S,, = ; m
(a) Pour k > 1, rédui éme dé inat !
a) Pour k > 1, réduire au méme dénominateur : — — ————.
k' (B4 1)

(b) En déduire une expression simple de .S,, en fonction de n.

" kmw
17. P N* 1Oy = =)
7. Pour n € , on pose : C kZ:Ocos (2n)

7r
(a) Pour z € R, rappeler une relation simple entre cosz et sin (5 — x)

(b) En déduire une expression simple de C,, en fonction de n.

Binéme de Newton :

"L on+1
1. Soit n € N. Calculer S, Z ( ne )
k=0

2. Exprimer en fonction de n € N, n > 2, la somme : S,, = Z (Z) 23k+1,
k=2

n 1\ 3p+2
3. Soit n € N*. Exprimer en fonction de n la somme : S,, = Z (n * ) .
p 2p

p=1
n on— 1-k

4. Soit n € N*. Exprimer en fonction de n la somme : Z m



. " 1 n
5. Soit n € N*. Calculer : S,, = ];J Tl (k>

6. Pour n > 1, on pose S, = Z k(k+1)(k+2).
k=1
(a) Développer k(k+1)(k+2) et utiliser le résultat de 'exercice Récurrence 5., pour calculer S,,.

(b) Montrer que Vk > 1, k(k + 1)(k +2) = 3! x <k;r2>

(¢) En déduire que : Vn > 1, S, = 3! x (n I 3>.

7. Montrer que : V(n, p) € N2, Ep:(—l)k@‘) = (~1)P x (” - 1).

k=0 p

-1 -1
Indication : on pourra écrire (Z) = (n ) + <Z 1) puis effectuer un glissement d’indices.

Produits :

n

-1
1. Soit n > 2 un entier. On pose : P, = H
k=2

E+1

Thk—1 frk+k+1
(a) Montrer que, pour tout entier n > 2, OH:P":ICIZ[Qk""le,Q k’QJ—rkil'

(b) En déduire une expression simple de P, en fonction de n.

2n
2. Soit n € N. Calculer P,, = H e2k(2n—Fk)

k=0

n2

3. Soit n un entier naturel. On pose : P, = H (21).
i=n
(a) Ecrire en langage Python une fonction permettant de calculer P,.

(b) Exprimer P, en fonction de n.

Sommes multiples :

1. Pour n > 3, calculer : Z (i + 7).

1<i<j<n

2. Calculer pour n > 1: Z Z(z +4)%

i=1 j=1
n n

3. Calculer pour n > 1: Z

i=1i=j

Jj+2
P

4. Calculer pour n > 1: Z Zin.

i=1j=1

5. Soit n € N*. Exprimer S,, = Z (2> en fonction de n.

1<i,gsn
6. Calculer pour n > 1: Z 2137,
Iisysn
7. Soit n € N*. Exprimer S, = Z |i — j| en fonction de n.
1<i,gsn

8. Soit n € N*. Exprimer S,, = Z min(%, j) en fonction de n.
1<i,5<n
j—i
i

9. Soit n € N*. Exprimer en fonction de n la somme S,, = Z
I<i<isn



10. Calculer pour n > 1: Z j—1.
1<i<j<n

11. Soit n € N*. Calculer : 5, = > -7

1<g<isn i+l

3

. J
12. Soit N*. O 2 Sy = .
ot n € n pose n Z i1

1<j<isn
(a) En langage Python, écrire une fonction permettant de calculer S,,.
(b) Exprimer S,, en fonction de n.
v (D e (D
13. Soit N > 1. Montrer que : Z Z 5 = Z .

k k
n=0 k=n-+1 =1

n
14. Montrer que : Vn > 1, Z ok — Z k2%, puis calculer cette somme.
1<j<k<n k=1
Voir Récurrence 2.

Autres :

1. Soient p, ¢ deux entiers naturels.

p
p+q\(p+q—k D
Mont : =2P .
onrer due ,;( k )( p—k ) (p+q>

2. (a) Pour x € R et m,n € N, donner les formes développées de :
(14 )P, (1 + )7 puis de (1 + z)PT.
(b) En déduire l'identité de Vandermonde :

menprd 3 (1)(,0,) = ("0

n 2
n

En dédui ion de S,, = g .
(¢) En déduire une expression de 2 (k‘)

n 2

n
d) Déterminer T, = S k(") .
(d) Déterminer (k)

k=0
3. (a) Soient p < k < n trois entiers naturels.

e (2 20) () = (1) G)

k
(b) En déduire une expression de : Sy = Z (n B p) (n)

p=0

(©) Que dire de S, = 3 (~1)F (Z) (k) 7

k=p p



